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UvOoD

, Uspech vzdeldvacich technoldgii je posudzovanyj podla
toho, ako dobre sti schopné napodobit to, co robi dobry ucitel.”
R. E. Clark : Confounding in educational computing
research, Journal of Educational Computing Research, 1985

Predlozend dizertacnd préaca - Pocitacovd grafika vo vyucovani geometrie - skima
vztah troch vednych disciplin: geometrie, didaktiky a pocitacovej grafiky
z hl'adiska, ako moéZzeme vysledky pocitacovej grafiky ¢o najefektivnejsie vyuzit vo
vyucovani geometrie.

Tematika préce je vel'mi aktualna, odzrkadl'uje stic¢asny celosvetovy trend vyvoja
v tejto oblasti. Kvoli explozivnemu ndrastu pocitacovej techniky sa dostali do
popredia informac¢né, komunikacné a kognitivne technolégie, okrem inych aj
v oblasti vyucovania.

K Gspesnému vyuzitiu technoldgii nie je postacujuce zabezpecit ich ,hmotné”
predpoklady (pocitace a potrebné softvérové produkty), ale treba sa venovat aj
metodolégii ich pouzitia. Preto nasim prvotnym cielom bolo preskimat oblast
aplikovatelnosti pocitacovych technolégii vo vyucovani geometrie na zékladnych
a strednych skolach.

Samotné praca obsahuje teoretické poznatky stivisiace s touto oblastou. V druhej
Casti st dokumentované dve vyskumné projekty, v ktorych boli overované

prechadzajuce teoretické poznatky v praxi.



I. TEMATIKA A KONCEPCIA PRACE

Predlozend dizerta¢nd pradca sa zaobera aplikovatelnostou grafickych
pocitacovych programov vo vyucovani geometrie na roznych stuptioch skolstva,

zuzend hlavne na konstrukénu ¢ast geometrie.

SUCASNY STAV RIESENIA PROBLEMATIKY

K pocitatom podporovanej vyucbe st potrebné dva predpoklady: Pomocou ¢oho
vyucovat a ako realizovat vyucovanie tymto neklasickym sposobom.

Prvy predpoklad mozeme rozdelit na d’alsie dva okruhy otazok:

§ Ci mame dostato¢né pocitatové vybavenie (hardvér) ?
§ Ci mame vhodne $pecializované programové vybavenie (softvér) ?

Tieto otazky vSak spolu suvisia; programy, ktoré sme navrhli, nemaja velmi
vysoké hardvérové poziadavky. Teda z hardvérového hladiska nie je nutné
preukézat véacsie usilie, lebo standardne pouZzivané pocitace st k tymto softvérom
v plnej miere postacujtce.

Vyhoviet druhému predpokladu je uz onieco tazsie. Geometrické programy,
ktoré sa daju pouzit vo vyucovacom procese, sa objavili este pred desiatimi rokmi
v Zapadnej Eurdpe, ale ich neustély vyvoj trva dodnes.

Knam sa tieto programy dostali so zna¢nym oneskorenim anavySe aj v
pritomnosti sa s nimi zaoberd len pomerne maléd vrstva odbornikov - didaktikov.
Preto neexistuje unds ani stanovend metodolégia pocitacom podporovaného
vyucovania matematiky avrdmci toho ani geometrie. Okrem niekol'kych
odbornych semindrov a ¢lankov uverejnenych v konferen¢nych zbornikoch nie je
tomuto problému venovana vicSia publikacnd pozornost, nevysli teoretické, ani

prakticky zamerané prace sihrnného charakteru.



CIELE PRACE

Ciel'om préace a doktorandského stadia bolo preskimat teoretické moznosti
aplikovatelnosti grafickych softvérov v oblasti vyucovania geometrie, zbierat
poznatky a skuasenosti stuvisiace s touto tematikou anavrhnat metédu na
vyucovanie pomocou pocitaca.

Konkrétne ciele prace méZeme rozdelit do dvoch okruhov:

§ Teoretické. Hl'adat odpoved na otazky typu: do akej miery moze aplikacia
vhodnych softvérovych produktov osobitne (samozrejme, bez vplyvu
osobnosti ucitela) ovplyvnit motivéciu jedincov ¢i skupin, zvysit (¢i znizit)
efektivitu vyucovania, pomahat Ziakom/studentom lepsie pochopit ucivo
a geometrické savislosti avyvijat ich geometricki (aj priestorova)
predstavivost.

§ Praktické. Hl'adat odpoved na otazky typu: Aké programy pouzivat a ako
ich pouzivat? Ako uplatnit pripadné vyhody a obist nevyhoddm vybranych
softvérov? Vypracovat nadvrh metodolégie a pracovny materidl na pouzitie
jednotlivych softvérov, prichystat a zrealizovat vyskumné projekty v ramci
tejto tematiky. Hladat odpovede na teoretickej casti kladenych otazok,

predpokladat vysledné hodnoty, javy a overovat tieto hypotézy.

PRIEBEH REALIZACIE CIELOV PRACE

V prvom rade bolo preskimané, v akej forme, podobe sa u nds vyucuje
geometria na zdkladnych a strednych skolach, aby sme si mohli ustanovit vhodné
normy, kritérid na pozadovanua aplikaciu. Z hladiska tychto noriem a kritérii boli
preskiimané rozne typy grafickych aplikéacii. Na zdklade toho, ako a v akej miere
vyhovuja tymto poziadavkdm, sme vyzdvihli niekolko softvérov, ktorym sme
venovali viac c¢asu apozornosti, vySetrili sme ich aplikaéné moZnosti
a charakteristiky. Vypracovali sme niekol'ko konkrétnych vyskumnych projektov na

empirické overovanie nasich predpokladov.



Sktsenosti a poznatky ¢erpané z vyskumov st zhrnuté a obsahuje ich tato praca

ako aj celtt dokumentéciu jednotlivych vyskumnych projektov.

KONCEPCIA PRACE

Predlozena dizerta¢na praca v stlade stémou obsahuje okrem tejto tlacenej

verzie aj s flou rovnocennd, elektronicky spracovant podobu, ktora sa nachidza

na prilozenom CD nosici.

Elektronicka verzia okrem samotného textu upraveného tak, aby sa v iom dalo

pohybovat s hypertextovymi odkazmi, poskytuje dalsie vyhody oproti tlacenej

verzie:

k jednotlivym konstrukénym tlohdm okrem statického obrazku st pripojené
aj prislusné subory, ktoré sa daja otvorit s nimi asociovanymi programami
priamo z kompaktného disku;

CD obsahuje aj inStala¢né materidly opisanych programov resp. ich demo
verzie;

namiesto niektorych obrazkov (Cabri) sme umiestnili aplety, ktoré sa vo
webovom prostredi také interaktivne obrazky, do ktorych sme schopni priamo
zasahovat, premiestriovat ich prvky a zmenit tvar a polohu ttvarov, dokonca
aj animovat vybraté elementy;

elektronickd verzia obsahuje multimedialne rozsirenie: zbierku Ziackych
a Studentskych rieSeni, videozaznamy nakratené pocas realizacie
vyskumnych projektov a prilohy, ktoré nie st obsiahnuté v samotnej praci, ale
svojim charakterom st vhodné na doplnenie préce, ako napr. v praci
spominany pracovny materidl s ndzvom: PouZitie programu Cabri vo vyucovani

geometrie na zikladnych skolach a d'alsie.

Tlacend verzia prace je ¢lenend na osem kapitol.

Prva kapitola sa zaobera tematikou a koncepciou prace.

Druha kapitola skiima vztah pocitacov a geometrie, resp. vyucovania geometrie;

v tretej kapitole st zavedené interaktivne (dynamické) geometrické softvéry



aopisané ich vlastnosti, $pecidlne pre konkrétne softvéry, sktorymi sme sa
zaoberali podrobnejsie.

Stvrta kapitola sa zaobera pouzitim interaktivnych geometrickych softvérov vo
vyucovani geometrie, okrem vSeobecnych a teoretickych poznatkov st tu uvedené
aj konkrétne priklady na aplikacie.

Piata kapitola je venovand vyskumu v tejto oblasti, obsahuje informacie
o priprave dvoch vyskumnych projektoch a predvyskume. V nasledujicich dvoch
kapitolach su tieto projekty dokumentované a komentované - Siesta kapitola bola
venovana vyskumu pomocou programu Cabri Geometria II., ktorého sa ztcastnili
ziaci (cca 14 ro¢né) vo forme pozorovania; siedma kapitola obsahuje popis
experimentu s predtestom a posttestom pomocou programu Euklides s tcéastou
maturitného ro¢nika gymnazia.

V zaverecnej kapitole sa pokutsime zhrnut vysledky a skiisenosti cerpané z

vyskumu.

TECHNICKE PARAMETRE PRILOZENEHO CD NOSICA:

Prilozeny CD nosi¢ obsahuje elektronicky spracovant (html - webova strdnka)
podobu dizertacnej praci. Okrem toho nachddzaji sa na flom aj instalacie
spominanych programov; jednotlivé obrazky st odkazy a daja sa nimi spuastat
konstrukcie v danych programov, resp. st spracované ako aplety adaju sa
vySetrované vlastnosti otestovat priamo vtomto prostredi. Dalej obsahuje
videozdznamy z vyucovania a text, resp. aj webovta implementaciu pracovného
materialu: PouZitie programu Cabri vo vyucovani geometrie na ZS, na ktort sa v
préci odvoldvame.

K prehliadaniu elektronickej verzie prace odportic¢ame webovy prehliada¢ MS

Internet Explorer 5 alebo vyssie.

Myslime si, ze tato praca (rozsirenad materidlmi prilozenymi na kompaktnom
disku, resp. prilohami) by mohli slazit aj ako pomocny informac¢ny materidl pre

ucitelov a zaujemcov o tato tematiku.



II. POCITACE VO VYUCOVANI GEOMETRIE

Il. 1. TECHNOLOGIE VO VYUCOVANI

,Skolstvo  nemoze byt reformované implantovanim
novych technologii do existujiicej struktiiry.”

Neil Postman (vediici katedry kultiry a komunikdcie na
New Yorskej univerzite,: The End of Education, 1995)

V tejto casti prace ukdZeme niekolko aspektov problematiky. Buda to
psychologické, pedagogické a do istej miery aj filozofické aspekty, ktoré sktimaja
vztah vyucovania a technolégie. Kladieme si tvodnd, trochu provokativnu otazku:

Mame pouzivat ,nové” technoldgie vo vyucovani geometrie (matematiky)?

V prvom rade mali by sme vediet, ¢o chapat pod pojmom ,nové” technologie
(ktoré vsak uz nie st aZ také nové!), lebo je to dost Siroky pojem. V stcasnosti je
¢asto pouzivany odborny termin informacné a komunikacné technoldgie. V préci
skimané technolégie vSak nemajt ani informac¢ny (multimedidlne encyklopédie,
lexikény a slovniky, Internet - www, ...), ani komunikac¢ny (telefén, datovy prenos,
e-mail, videokonferencia, ...) charakter. St zamerané skor na realizdciu
(vizualizaciu) myslienok a tvoria nastroj, druha cestu k poznavaciemu procesu.

Preto ich nazveme radsej kognitivnymi technolégiami [47]. Kognitivne technolégie

maja aplikdaciu v (didaktike) matematike vo vypoctoch algoritmov, v
demonstracidch, experimentovani a tym aj v znovuobjaveni matematickych
poznatkov. Na zdklade toho by sme sem mohli zaradit grafické kalkulacky
a s vhodnymi softvérmi vybavené osobné pocitace. Konkrétne v matematike takymi
vhodnymi softvérmi modZzu byt napr.: algebraické systémy typu Maple a Matematika
a interaktivne (dynamické) geometrické programy, s ktorymi sa zaobera d'alia ¢ast

prace.



Po vyjasneni pojmu technolégia v tejto oblasti vratime sa k Gvodnej otazke.
Obavame sa, Ze nemdzeme povedat na tato otdzku jednoznac¢né, rozhodne ano.
Presnej$ie povedané nie vzdy, hned a za kazda cenul!

Uvedieme niekol'ko ndzorov na tato tému:

~Nedostatky v Skolstve nemdzu byt vyrieSeny technoldgiami. Hocijaké
mnoZzstvo pocitacov situdciu nezlepsi ... Mozeme uloZit vsetky vedomosti na
CD nosi¢e, moézeme dat WWW server na kazda skolu - ni¢ z toho nie je zlé.
Zlym sa to stane az v tom okamihu, ked si zatneme mysliet, Ze sme spravili
nieco pre vyrieSenie problémov vo vzdeldvani.”

(Steven Jobs - poc. odbornik, spoluzakladatel Apple, Wired magazine, 1996)

» Technolégie st najnovsim vseliekom pre Skolstvo ... Kazdy teraz naskakuje
do idaceho vlaku a hovori, ze po¢itace vyriesia vSetky nase problémy. Az sa tak
nestane, prebudime sa a zistime, Ze sme nenaucili zadklady.”

(Malkin Dare - zakladajiici prezident The Organization for Quality Education,
Kanada, 1996)

»~Som silne presvedéeny o tom, Ze samotné bezplatné vyuzivanie Internetu
Skolami nestaci. Chceme, aby mladi I'udia aktivne pracovali s technolégiami a
aby to pre nich bolo tplne samozrejmé, musime ist o krok dalej a zaistit pre
nich tieZ bezplatné pouZivanie telekomunikaé¢nych liniek, ktoré im spristupnia
[

nové zdroje vedomosti.

(Richard Riley - minister skolstva v USA, 1994)

Ale nemodzeme ich ani odmietnut! Jednoducho nezabranime vyvoju,
nezabrdnime tomu, Ze nové, kognitivne technolégie sa dostant do vyucovacieho
procesu, do 8kol. Namiesto nezmyselného odporu treba toto usilie rozumne
podporit. Je potrebné spoznat tieto technolégie, aby sme ich vedeli pouzivat, aby

sme mohli ovladnut ich d'al$i smer vyvoja.
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Thomas Alva Edison, asi najgenialnejsia vyndlezca svojho obdobia, v roku 1922
vyslovil ndzor, Ze ,kinematografie je predurcend na to, aby revoluénym spésobom
zmenila nd$ vzdelavaci systém. Behom niekol'kych rokov do znac¢nej miery, ak nie
uplne, nahradi ucebnice”. Jeho prorodstvo sa nesplnilo, ale v dnesnej dobe v tvare
osobného pocitaca mame vruke ovela ,silnej$i ndastroj” na reformovanie
vzdeldvacieho systému, ako jednoduchd premietacka. DnesSné pocitace sice
nedisponuju este umelou inteligenciou, ale ak zabezpecime pre ne vhodné
softvérové prostredie a nastavime ich funkénost, moéZeme od nich ocakdvat
ziadané, predpokladané reakcie (mdzeme ich naprogramovat na rozne tlohy) -
interaktivnu alebo dokonca aj multimedidlnu komunikéciu medzi pouZivatel'om a
pocitacom.

»,Nie je ni¢ divného na tom, Ze deti majirady multimedidlne technolégie.
Doévodom je hrava forma prezentacie informécii, ktora napodobuje predskolsky
sposob sktimania sveta. Deti sa ucia rozpravat bez osnov ¢i formélnych lekcii.
Socidlne sprévanie je tiezZ osvojované inymi cestami mimo $kolského vyucovania.”
Takto argumentoval a objastioval dovody toho, preco st uvedené technolégie
blizko mladej generacie, Seymour Papert (profesor M.L.T., Ziak Piageta) v praci The

Children's Machine (1993).

Na zédklade uvedenych argumentov dostali sme sa k tomu, Ze mali by sme
uvazovat predovSetkym nad tym, do akej miery je vhodné zasiahnut do
vyucovacieho procesu tymito modernejS$imi formami, kde bude ich rozumna
hranica? (Nebolo by stastné aj s tymito nastrojmi dopadnut tak, ako sa to stalo
napriklad s kalkula¢kou.)

V nasledujticom si pripomenieme a sumarizujeme niekol'ko argumentov, ktoré
st za (+) alebo proti (-) zavedeniu kognitivnych technolégii (KT) do vyucovania

matematiky:

1) + Spravne pouzivanie KT zarucuje presnost aspolahlivost ziskanych
vysledkov, pomaha pri hfadani novych hypotéz a vo vyvoji kreativity osoby.
2) + KT podporuja jednoduchsiu pracu s aparatom vyssej matematiky, rozvoj

abstraktnych myslienok a tvorivych schopnosti, samovzdelavanie ...
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3) - Casova néaro¢nost KT - zavedenie novej KT trva isty ¢as, o mozeme
povazovat za stratu.

4) + KT nam mozu uSetrit cas (rychlost vypoctov), napr.: hfadanie prvocisiel,
nasobenie matic vyssich radov, atd'.

5) - Finan¢nd narocnost KT.

6) + Oproti tomu multifunkénost, napr.: pocitacovy park neslazi iba na potreby

matematiky.
7) - Nepripravenost ucitel ov matematiky, neschopnost ovlddania KT.
8) - Obava, ze namiesto matematiky budeme ucit len ovlddanie

»,matematickych” KT.
9) + Motivécia - sticastna mlada generécia sa zaujima o technolégiu, pre nich KT

znamend vyzvu, ¢o treba prekonat.

Okrem bodov 7 a8 vsetky protiargumenty st kompenzované nie¢im (3—4,
5—6). Potrebovali by sme eliminovat’ korene argumentov (7, 8).

Ako vidime, problém spociva v osobnosti a v pripravenosti jednotlivych ucitel'ov
matematiky. Nesta¢i na Skoldch zabezpecit vhodné KT, aktivizovat ziakov,
Studentov. To vsetko je zbytocné, ak ucitel nie je ochotny, alebo schopny pouzivat
tieto technolégie, alebo ak kurikuld daného predmetu nedovolia takéto , vyhybky”.
Preto je potrebné umoznit a podporovat v tejto oblasti d'alsie vzdelavanie ucitelov,
aby mali dostatoént odvahu, pripravenost, odborné vzdelanie a zrucnost
k pouzivaniu KT [37].

Sice podarilo sa nam pripomenat aj niekol'ko psychologickych, pedagogickych
a kurikularnych aspektov, ale na problematiku sme sa divali zatial skor len z
hladiska technolégii. K didaktickému aspektu sa sice eSte podrobnejsie vratime
v d’algich kapitolach prace, ale uvedené poznatky doplnime jednou myslienkou Jane
L. David (riaditelka vyskumnej skupiny, poradce firmy Apple, 1994), uvedieme jednu
rozumnd moznost, ako by sme mohli Gspesne pouZivat tieto technolégie vo
vyucovani: ,Technolégiami podporované projektovo orientované vyucovanie je
neustéle popularnejSou metédou, pri nej sa Ziaci ucia prostrednictvom konkrétnej

prace a ucitelia pdsobia skor len ako poradcovia a partneri, nez ako didaktici.”
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Il. 2. ROZDELENIE GEOMETRICKYCH PROGRAMOV

Pojem geometrickych programov zavedieme ako pracovny termin na tie
pocitacové programy, aplety ainé aplikédcie, ktoré sa pouzivaju primarne na
geometrické tcely ako didaktickd pomocka na hodindch matematiky.

Takto definované geometrické programy sme rozdelili do nasledujacich troch

skupin:

e Vyucbové programy;

Sem mozeme zaradit programy, ktoré slazia na demonstraciu (aplety), na
zavedenie novych poznatkov, na opakovanie respektivnhe na kontrolovanie
danych  tematickych  celkov. = Komunikédcia, spdtna vdzba  medzi
ziakmi/$tudentmi a pocitacom moze nastat pri testovani. Takéto pocitacové
testovanie moze ulah¢it, urychlit pracu ucitela (pozri napr. matematicky
vyucbovy programovy balik MatheAss®). Ako priklad uvedieme demonstracny
program na pravidelné a polopravidelné telesd Poly® (Poly Pro®) a roézne Java

aplety (napr. Cabri Java)

e Interaktivne (dynamické) geometrické softvéry:

Pod pojmom interaktivnosti rozumieme to, ze pouzivatel moéze jednoducho
zasahovat priamo do obrazku a do konstrukcie, zmenit ju, pricom pouzivany
softvér je zamerany na geometriu. S takymito softvérmi moze uditel pripravit
ukdzky na demonstracné ciele, ale dajt sa pouZit aj v praci (pri hfadani hypotéz,
pri rozbore av tvorbe konstrukcii, v diskusidch danych prikladov, atd’.).
Interaktivita zarucuje pocas prace vysoky stupen spdtnej vazby (preddefinované
geometrické vlastnosti konstrukcie, ako napr. incidencia alebo rovnobeznost
dvoch priamok sa pri zmene vstupnych tdajov nemenia). Tieto programy sa
zamerané predovsetkym na planimetriu, ale s pouzitim nastrojov deskriptivnej
geometrie mozeme vytvorit aj interaktivne modely trojrozmernych konstrukcii;
do istej miery podporuju aj aplikdciu analytickej geometrie. Do tejto skupiny
patria programy, napr.. Geometer's Sketchpad, Cabri Geometria II, Euklides,

Cinderella.
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e Geometrické programy na analytickej baze;

Patria sem softvéry, v ktorych zadanie vsetkych vstupnych tdajov je bud aplne
alebo do znac¢nej miery analytické. Tieto tdaje st vizualizované, mozeme ich aj
zmenit, ale zvycajne nie s priamymi zasahmi v obrazku (znizena interaktivita).
Patria sem planimetrické, ale vo vdcSej miere skor stereometrické aplikacie.
Stereometrické aplikacie pouZivaji na zobrazenie zvycajne nejaké premietanie
(volna rovnobezna), perspektivitu alebo axonometriu, pripadne sa da medzi
nimi prepinat. Mozeme ich pouzivat na demonstraciu, ale moéZeme ich
pristupnit aj ziakom v triede na osobitna pracu. Ako priklad by sme uviedli

programy Wingeom, AutoGeometer, Deskriptivni geometria.

Toto rozdelenie je len informativne, nasim cielom nebolo rigidné rozdelenie
vhodnych softvérov: moézu existovat softvéry, ktoré by sme len vel'mi tazko vedeli
presne zaradit, alebo patria do viacerych skupin.

Univerzalny recept na pouzitie tychto programov vo vyucovani neexistuje.
Konkrétna metéda aplikovania, samozrejme, zdvisi od vybratého softvéru, ale
prekvapujaco v prevaznej miere skor od poziadaviek uciva, od Grovne vedomosti
a schopnosti ziakov/Studentov aod organizaénych podmienok vyucovania.
K aspesnému vyucovaniu pomocou pocitaca vSak predpokladdme, ze jednak
vyucujaci dokonale ovlada softvér, ale s tym paralelne pozna aj didaktické zasady
vyucovania predmetu a v stlade s nimi pouziva moznosti technolégii.

Geometrické programy, okrem uvedeného ¢lenenia, by sme mohli rozdelit aj
podla toho, akou oblastou geometrie sa zaoberaja (planimetrické - stereometrické;
euklidovska - neeuklidovské geometria; atd’.).

Pretoze u nds st najrozsirenejsSie osobné pocitace a operacny systém Windows,
budeme sa zaoberat prvotne programami s profilaciu PC/Windows.

V nasledujiicom sa budeme zaoberat geometrickymi softvérmi trochu blizsie,
lebo tie pontkaja najvyhodnejsie predpoklady na tvorivd, kreativnu a prehladnt

pracu.
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III. INTERAKTIVNE (DYNAMICKE) GEOMETRICKE
SOFTVERY

.....

, Viicsina  vyjukovych  programov sa  snazi  rieSif
problematiku, ktori sme uZ ddvno schopni vyriesit bez
technoldgii. Len zriedka robi program nieco iného ... Je len
velmi mdlo aplikdcii, ktoré su pouZité vhodnym spdsobom,
ktoré dramaticky umoctiuji myslenie deti. Ddvaju im
k dispozicii nové ndstroje na formuldciu a rieSenie
problémov.”

Judah Schwartz (profesorka, Harvard Graduate School of
Education, 1997)

Budeme sa zaoberat geometrickymi softvérmi, ktoré st charakterizované
horeuvedenou vlastnostou interaktivnosti (dynamickosti). To znamena,
ze pohybom, zmenou polohy vybranych objektov sa zmeni aj poloha objektov,
ktoré s nimi boli viazané podla danych, preddefinovanych vztahov. Napr. ked’
posunieme bod, jeden koniec tisec¢ky, na ktorej bol vyznaceny stred tejto tsecky,
potom sa s nim priebezne zmenti aj poloha stredu.

V pomenovani pojmu odbornd terminolégia nie je jednotna. Vo vicSej miere je
pouzivany termin dynamickej geometrie (hlavne v anglo-americkej literattre). Ked’
sa nad tym hlbsie zamyslime, zistime, ze ovela vhodnejSie vyjadruje podstatu
tychto programov pojem interaktivnosti a termin interaktivha geometria. Pojem
dynamickost poukazuje na to, Ze sa nie¢o permanentne pohybuje. V tychto
programoch vSak je mozné vytvorit aj statické konStrukcie. Napr.: ak
skonstruujeme rovnoramenny pravouhly trojuholnik s danou dizkou prepony, tak
mozeme zmenit polohu danych bodov, objektov a dizku prepony a tym cely
trojuholnik. Nie je to dynamika - pohyb; skor moZznost priameho zdsahu do
konstrukcie - interaktivnost. Preto pre tato vlastnost budeme dalej pouzivat
termin interaktivnej geometrie.

Variabilnost konstrukcii, ktora vyplyva z interaktivnosti tychto softvérov, ndm
moze pomoct ako pri rozbore uloh, tak aj pri diskusii (vySetrovanie $pecidlnych
pripadov a podobne), pricom mozeme rychlo nastavit aj najvhodnejsie rozlozenie
obrazku. Tieto softvéry st velmi kreativnymi ndstrojmi geometrie a vyucovania

geometrie. Konstrukcia je logicky retazec aplikacii geometrickych poznatkov a
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vedomosti, pricom program pontka moznost volného experimentovania. Ak k
tomuto pridame aj pocitacovy dataprojektor, tak modZeme ziskat velmi Gc¢inna
pomodcku vyucovania geometrie, ktord je vhodnd na rychlu alahka tvorbu
preciznych a interaktivnych konstrukcii.

V geometrii je ¢asto potrebné ukézat isté vlastnosti vzajomnej polohy danych
geometrickych objektov, napriklad, Ze taznice (vysky, osi uhlov astran, ...) sa
pretinaja v jednom bode. Ked' to zostrojime klasicky na papieri alebo na tabuli pre
“I'ubovolny” trojuholnik, tak vzdy dostaneme overenie iba jedného jediného
pripadu, ale ked’ zostrojime pomocou interaktivneho geometrického programu, tak
mozeme ukazat Zziakovi, Ze l'ubovolnou zmenou tvaru trojuholnika vzdy
dostaneme tri priamky prechddzajice jednym bodom. Tato vlastnost moze
pomédhat hlavne tym Ziakom, ktori nemaja az taka vyspela geometricka

predstavivost.

ll. 1.VYBER VHODNEHO SOFTVERU

V druhej polovici osemdesiatych rokoch minulého storoc¢ia, ked pocitacova
technika uz bola schopna okrem c¢iselnych operécii a textu produkovat aj grafiku,
objavili sa geometricky orientované grafické editory. Prvym vyznamnym
produktom v tejto oblasti bol program Cabri Geometre (CAhier de BRouillon
Informatise), ktory bol predstaveny v Budapesti na 6. kongrese ICME v roku 1988.
Odva roky neskor sa objavil podobny, ale vyspelejsi americky program
Geometer’s Sketchpad. V roku 1995 vysla znovu koncipovana Cabri Geometre II,
ktora v tejto oblasti drzi dodnes $tandard.

V stcasnosti existuje vela takych programov. Bez ndroku na tplnost uvedieme
niekol'ko: Cabri Géometre II, Geometer’s Sketchpad, Euklides, Euklid Dynageo,
Cinderella, DrGeo, Euclidean Reality, Geup.

Najvacsiu databazu geometrickych programov tvori Internet. St tu dostupné
interaktivne aplety, ,stiahnutelné” demoverzie (ukazkové, skasobné verzie),

shareware-ové (vyznacuja sa tym, ze v programe st zabudované isté obmedzenia;
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po registracii sa tieto obmedzenia stratia) a freeware-ové (bezplatné, volne
Siritelné) verzie. Jednym najrozsiahlej$im webovym uzlom na tato tému je:

www.mathsnet.net/software.

Aky softvér mame vybrat ztejto Sirokej palety? Vybrané programy
predovietkym by mali spitiat didaktické ciele a poziadavky vyulovania
matematiky. Teda pri vybere sme uprednostnili tie, ktoré v ¢o najvdcsej miere

vyhovujt nasledujacim didaktickym poZiadavkam:

1.) Lahka ovladatelnost programu.

Medzi inymi: na obozndmenie ziakov/studentov so softvérom potrebujeme

¢as - a to zavisi od zlozitosti ovladania.

2) Siroka pouZivatelnost.

Mali by sme prezentovat také softvéry, ktoré buda pre ziakov a studentov aj

v d'alej praci tspes$ne pouzitelné.

3.) Presnost a prehladnost

Zostrojené konstrukcie, obrazky by mali byt presnymi a ¢o najprehl'adnej$imi.

4.) Analégia s geometrickou podstatou.

Do akej miery sa v programe uskutoc¢nené kroky podobné s klasickymi
geometrickymi postupmi; do akej miery podporuje praca s programom

geometrické myslenie.

Dalgimi podmienkami st okrem iného jazykova lokalizdcia a dostupnost
programu, preto sme uprednostnililegdlne kiapené softvéry a volné (freeware)
verzie programov. (Kvoli neporuseniu autorskych prav sme pouzivali len legalne
verzie danych softvérov.)

Podrobné popisanie vsetkych tychto softvérov nebolo nasim cielom, uvedieme
len popis tych, ktoré boli podrobnejsie preskimané a boli aj prakticky,
experimentalne overené v redlnych podmienkach (Cabri Geometria II, Euklides).

Pozndmka:
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Principidlne sa neliSia od vybranych ani ostatné interaktivne geometrické

programy.

Il.2. CABRIGEOMETRIAII® %

Cabri Geometria II. je asi najrozsirenejS$im a najpopuldrnejsim interaktivnhym
geometrickym softvérom vo svete aj u nas.

Softvér bol vyvinuty na Univerzite Josepha Fouriera v Grenobli v kolektive pod
vedenim Jean-Marie Laborde. Je distribuovany firmou Texas Instruments do celého
sveta. Demoverzia programu (je ¢asovo limitovana, po 15 minatach treba program
reStartovat, pripravené obrazky sa nedaja vytlacit a ulozit) je volne dostupna na

Internete (napr.: http://www.ti.com/calc). Zakladna verzia tohto softvéru je

dostupné v Siestich svetovych jazykoch, ale bola lokalizovana aj pre Slovensko. To
znamend, Ze daju sa nastavit aj slovenské ovladacie prvky pomocou jazykovo-
konfiguraéného stboru slovak.cgl.

Samotny program ma rdézne verzie, v zavislosti od opera¢ného systému. Existuje
verzia pre DOS, pre Windows ale aj pre Macinstosh. Funkcia, vzhl'ad a vykonnost
softvéru je od opera¢ného systému vidcSinou nezavisld. V konstrukcie uloZené
programe dostant priponu *fig (makrokonstrukcie *.mac). Hotové obrazky mozeme
priamo z programu vytla¢it a mozeme (sice s velmi neefektivhym vysledkom:
rastrova grafika) exportovat aj do inych aplikécii, napr. do textovych editorov.

Ovladacie, konstrukéné a iné moznosti st dosiahnutel'né cez menu. Ikony, ktoré
st umiestnené v paneli nédstrojov pod menu, st priradené ku konstrukénym a
formatovacim moZnostiam.

Ide o riadok, kde je niekolko (v zdkladnom nastaveni 11) ikoniek. Ked" dlhsie
drzime kurzor nad danou ikonou, otvoria sa pod nim dalsie moznosti, prikazy.
Aktualny, resp. posledny prikaz sa zobrazi na paneli nastrojov v podobe ikony.

Prva ikona je ukazovéatko, ktoré je urcené na zmenu polohy objektov, na rovinné
transformdcie. (Pod tym sa nachadzaji este transformadcie: otocenie, natahovat,

otocenie a natahovat).
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obr. III. 2. 1: Okno programu Cabri Geometria II.

Dalsie tri ikony st uréené na vytvorenie bodov (bod, bod na objekte, priese¢nik),
linedrnych objektov (priamka, tisecka, polpriamka, vektor, trojuholnik, n-uholnik,
pravidelny n-uholnik) a kvadratickych objektov (kruZznica, obliak, kuZel'osecka dana
piatimi bodmi).

V dalsich troch ikonach sa konstrukéné kroky: mnoziny bodov danej vlastnosti
(kolmica, rovnobezka, stred tsecky, os tsecky, os uhla, stcet vektorov, kruznica s
danym polomerom, naniest dizku, mnozina bodov, predefinovat objekt),
zobrazenia (stredovd a osovd stmernost, posunutie, otdc¢anie, rovnolahlost,
kruznicovd inverzia) a makrokonstrukcie.

Dalgie ikony st: testovanie (kolinedrnost, rovnobeznost, kolmost, rovnako
vzdialené?, na objekte?); meranie a analytickd ¢ast (vzdialenost- dizka, obsah,
smernica, uhol, stradnice a rovnice, vypocty, tabul'ky); oznacenie a pohyb (ndzvy,
texty, ¢isla, vyznacit uhol, upevnit/uvolnit, stopa, pohyb objektov); a nakoniec
vzhl'ad objektov (skryt, prefarbit, vyfarbit, hrabka a $tyl ¢iar, styl znakov, osi a
mriezkové body).

V programe mozeme vytvorit aj vlastné pouzivatel'ské prostredie.
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Da sa pouzit také nastavenie, aby pouzité atribaty boli zobrazené (Iava cast
okna). Nastavenim atribatov moézeme dosiahnut, aby vsetky objekty daného typu
(napr. priamky) boli nakreslené danou farbou, hribkou a stylom. Samozrejme, to
neznamend, Ze atribaty vybranych objektov nemoézeme dodatocéne zmenit.
Uzavreté oblasti (napr. kruznica alebo n-uholnik) mézeme vyfarbit'.

Za pracovnu oblast tu povazujeme iba rovinu (ndkresiia s rozmermi Im x 1m),
ale modzeme v nej vytvorit nielen rovinné, ale aj priestorové interaktivne obrazky,
ukazky, konstrukcie s vyuZitim vhodnych vlastnosti perspektivnych zobrazeni na
rovinu [38].

Program Cabri obsahuje aj ndpovedu, ktord zobrazuje pokyny k aktudlnym
moznostiam programu v osobitnom textovom okienku pod pracovnou plochou.

Program sa ovlada pomocou pocitacovej mysky, resp. s klavesnicou velmi
jednoducho, je potrebné len vybrat vhodny prikaz z menu alebo ikonu z listy
nastrojov.

Uvedieme jeden konkrétny priklad:

Zostrojte opisant kruznicu daného trojuholnika!

Predpokladdme, Ze je dany trojuholnik KLM (moznosti Bod - Usetka, alebo
priamo Trojuholnik). Kvoéli jednoduchSiemu opisu ozna¢ime ich vrcholy
(moznost Pomenovanie) ako K, L a M.

Zostrojime osi jednotlivych strdn (moznosti Stred a Kolmica, alebo priamo
s moznostou Kolmica prechddzajtca stredom; pri druhej moznosti treba kliknat
na prislusna tsecku).

Vyzna¢ime priese¢nik tychto priamok (moznost Priese¢nik), mozeme ho
pomenovat ako S.

Zostrojime kruznicu so stredom vbode S, ktord prechddza niektorym
z vrcholov (vyberieme moZnost Kruznica, klikneme na bod S a potom napr. na
vrchol L).

(Situaciu znazornuje obr. III. 2. 2)
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! L

obr. II1. 2. 2

Z postupu vyplyva, ze tato kruznica prechddza vrcholmi K, L M. Takto
uskutoénend konstrukcia je charakterizovana vlastnostou interaktivnosti, ¢ize so
zmenou niektorych vrcholov zmenime aj tvar trojuholnika a s nim viazane sa zmeni
aj kruznica, ale zostane vzdy opisanou danému trojuholniku.

K programu Cabri bola vyvinutd aplikdcia CabriJava, pomocou ktorej ulozené
Cabri konstrukcie (*.fig) sme schopni prezentovat aj na webe ako interaktivny Java

aplet.

B
ll.3. EUKLIDES 24 <%

Euklides je interaktivny vektorovo-graficky geometricky softvér, pomocou
ktorého mozeme zostrojit, precvi¢ovat, ale aj skimat geometrické konstrukcie,
postupy geometrickych konstrukcii.

Program vyvinul stredoskolsky uditel Laszl6 Istvan v Mad'arsku v spolupréci s
informatikom Simon Péterom. Aktualna verzia Euklides 2.4 je shareware (sktiSobné
obdobie: 20 aktivnych dni, pocet bazovych bodov je limitovany maximdlne na 10).
StarSia verzia softvéru (Euklides 2.02) je vSak oslobodend od licencie, je volne

pouzivatelnd. Tato verzia neobsahuje isté nastavenia programu a chybaju tu
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moznosti animécie, tvorby makrokonstrukcii a analytickd cast geometrie. Na

webovej adrese www.euklides.hu st dostupné obe verzie programu v dvoch

jazykoch : anglickom a madarskom. Zatial slovenska lokalizdcia neexistuje, ale
prebiehaji sa rokovania o budtcej realizacii (medzi autormi programu a tejto
prace).

Hotové konstrukcie sa daja ulozit s vlastnou priponou *.euk, ale je mozné ich
exportovat aj vo formate *wmf, ktory je dostupny pre bezné windowsovské
aplikacie, napr. aj pre MS Word. Vyhodou tohto formétu je, ze uloZené obrazky sa
vo vektorovo-grafickej podobe, tj. mame moznost d'alsej apravy.

V nasledujicom opiSeme vyspelejsiu verziu: Euklides 2.4.

T Euklides - rey kuzela.euk
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obr.III.3.1: Okno programu Euklides 2.4.

Vzhlad programu: na prvy pohlad je to typicka windowsovska aplikacia. Otvéra
sa v okienku, ovladacie prvky programu st velmi podobné ostatnym aplikacidm
Windows-u. Pod pruhom s ndzvom programu a suboru je vodorovne umiestnené
menu. Vsetky ovladacie, konstrukéné a formétovacie moznosti st dosiahnutelné
cez menu a skoro ku kazdému je priradena aj ikona. Ikony st umiestnené pod menu

v paneli nastrojov. Ikony na konstrukcie st v tzv. néastrojovych skupinkach (body,
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priamky, asecky, kruznice, uhly, geometrické transformdcie, kuzelosecky). Tie
skupiny vieme otvorit so $ipkou () pri ikone.

V skupine ikonu napr. geometrickych bodovych transformaécii si mé6zeme vybrat
z tychto moZznosti:
- posunutie, otac¢anie,
- obraz bodu v stredovej resp. v osovej simernosti,

- priemet bodu a obraz bodu v kruznicovej inverzii.

Pocas rysovania si méZeme volit farbu zo Sestnéstich farieb a z deviatich rd6znych
Stylov ¢iar. Pomocné, nepotrebné ¢iary vieme skryt - ¢im sa stane cely vykres ovela
prehl'adnejsim. Hotové konstrukcie sa daji krok za krokom prehrat - tym vlastne
imitujeme, vizudlne ukdzeme postup konstrukcie.

Uplne na dolnej ¢asti okienka sa nachédza stavovo - nadpovedny riadok. V pravej
Casti je ukdzana aktudlne pouzivana farba a styl. V l'avej ¢asti st vypisané pomocné
prikazy k danej konstrukcii, napr. ked chceme konstruovat parabolu, tak po
zvoleni ikony paraboly sa tu objavi prikaz: ,Zadajte ohnisko paraboly...”, po
zvoleni bodu sa tu objavi d'al$ia cast’ prikazu: ,... zadajte ur¢ujacu priamku!”, ¢ize
pouzivatel vzdy presne vie, ¢o ma v danom kroku konstrukcie urobit. Samotné
rysovanie spravime pomocou pocitacovej mysky.

Program je zamerany hlavne na planimetriu, ale daju sa skonStruovat aj
trojrozmerné konstrukcie ako priemety do roviny. V starsich verziach programu sa
analytickd, metricka cast tak, ako je to napr. stucastou Cabri Geometrie zatial
nevyskytovala (od verzie 2.2 uZz obsahuje v istej forme aj meranie a moZnost

makrokonstrukcii), ale oproti programu Cabri Geometria v ovela védcsej miere

podporuje geometrické myslenie v zmysle klasickych euklidovskych konstrukcii.
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IV. POUZITIE INTERAKTIVNYCH GEOMETRICKYCH
SOFTVEROV VO VYUCOVANI GEOMETRIE

,Studenti sii schopni lepsie zapamitovat si zdZitky
obsahujiici zouk, obrdzky a interaktione proky... Clovek si
pamiitd asi 10% toho, co c¢ita, 50% toho, co vidi, a celyjch 90%
informdcii, ktoré si ziskané interaktivnymi skiisenostami.”
Brenda Pfaus (ucitelka, Specialistka na technoldgie, Kanada),
1996

Poktsime sa ukazat na konkrétnych pripadoch, kde, kedy a ako mozeme
pomocou tychto programov ulahcit pracu ucitela, ale aj ziaka, Studenta.

Chceli by sme spomentt, ze interaktivne geometrické softvéry (Cabri, Euklides)
analyzované v tejto préci netvoria vo vyucovani geometrie inti a odlisnt alternativu
konstrukéného postupu. Pocitacom podporovanymi metédami vyucovania takisto
pouzivame (alebo mozZeme pouzit) tie isté kroky, postupy i metédy euklidovskych
konstrukcii, ktoré st zvycajne pouzivané pri rysovani s klasickymi pomockami

(kruzidlo, linear).

MobzZeme vyzdvihnat nasledujace vyhody pocita¢om podporovanych metod

oproti klasickych met6d:

- Presnost konstrukcie

Pri zlozZitej$ich konstrukcidch mozu vzniknat mensie nepresnosti, ¢o je vlastne
priamym dosledkom toho, Ze narysované ¢iary maja istd (minimalne cca 0,3
mm) hrabku. Takto ziskané priesecniky nie st idealizovanymi bodmi, skoér
malymi oblastami. Vzniknuté malé chyby, nepresnosti po viacerych krokoch
geometrickymi softvérmi c¢iary abody sice vizudlne maja ,rozmer”, ale
k podstatnym nepresnostiam vobec neddjde (alebo ich vplyv je kvazi

zanedbatel'ny).
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- Interaktivnost

Pri klasickych konstrukénych metédach dostaneme iba jeden staticky obraz, kym
u konstrukciach podporovanych pocitacom modZeme vytvorit interaktivne
konstrukcie. Ak zmenime vstupné data (napr. dizku troch dseciek, ktoré tvoria
strany jedného trojuholnika), automaticky sa zmeni a prekresli aj vysledna
konstrukcia (trojuholnik a s nim viazané objekty, ako napr. opisand a vpisana
kruZnica!). Tato vlastnost je velmi wuZitoénd, povedzme, na overenie
geometrickych hypotéz alebo na diskusiu, na hladanie poctu rieSeni, ¢o robi

tazkosti hlavne studentom s horsou geometrickou predstavivostou.

- Prehl'adnost konstrukcie

Hlavne pri zlozZitej$ich konstrukciach pouZivame pomocné prvky: body,
priamky a kruZnice, ktoré v dalsom uz nie st dolezité (presnejsie ich
viditelnost). Potrebné su iba ich priese¢niky alebo nimi konstruované dalsie
objekty. Pri klasickych metddach sktisenej$i studenti kreslia tieto ciary tensie,
prerusované, alebo vyznacia iba hladany priese¢nik. Menej skaseni Ziaci (napr.
ziaci zakladnych 8kol) zvycajne nerobia rozdiel medzi hlavnymi a pomocnymi
¢larami a z tohto dovodu sa ich konsStrukcia moéze stat nepriehladnou. V
geometrickych konstrukénych softvéroch si mézeme vybrat z niekolkych farieb,
¢i odtieniov, hrabok, resp. stylov. Mozeme to uskutoc¢nit aj dodatocne, ¢o
klasickymi metédami mozno urobit len velmi tazko. Pomocné ¢iary, objekty,
ktoré su sice potrebné, ale nechceme, aby boli viditelné, jednoducho skryjeme.
Nepotrebné objekty vymazeme bez stopy. Vieme vhodne zvolit aj polohu
objektov (aj dodatoc¢ne), aby sa konstrukcia zmestila na zobrazovana plochu,

atd’, ¢im sa stane konstrukcia ovel'a ndzornejsou.
Horeuvedené poznatky poukazujt na to, ze interaktivne geometrické softvéry su

vhodné na rozumna précu, na experimentovanie s geometrickymi objektmi, ¢o

mozno pouzit vo vyskume, aj vo vyucovani.
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PouZitie geometrického softvéru vo vyudovani geometrie na ZS

Uvedieme niekol'ko oblasti z u¢iva geometrie zakladnych skol [64], kde by sme

mohli uplatnit vyhody vysSie charakterizovanych programov. Geometrické

softvéry na ZS mozu slazit hlavne na ilustraciu pri zavedeni novych poznatkov,

resp. na realizaciu prislusnych konstrukcii a experimentaciu s nimi. Uvedieme

niekol'’ko prikladov:

Demonstracnd, experimentalna ¢innost:
Uhol a jeho velkost, opericie s uhlami - vieme interaktivne graficky ukdzat,
Ze sticet vniitornych uhlov trojuholnika je priamy uhol.
Trojuholniky - vieme demonstrovat, Ze vyjsky (resp. taznice, osi uhlov, osi
stran) sa pretinaji v jednom bode.
Kruh, kruznica - analyza vzdjomnej polohy kruznice a priamky vzhladom
na vstupné dita.
Konstrukéna ¢innost':
Zostrojit trojuholnik z troch danyjch vidajov. Kedy sa dd tento trojuholnik zostrojit?
Zostrojit stvoruholnik z danych vidajov.
Konstrukcie vyuZitim geometrickych miest bodov: postup konstrukcie; diskusia.
Moznost geometrickych transformacii:
Zostrojit obraz bodu, visecky, atd. v stredovej, resp. osovej stimernosti.
Zistit experimentdlne, ¢i st urcité rovinné itvary 0sovo resp. stredovo simerné.
Dalsia moznost geometrickych softvérov je meranie:
Meranie uhlov a vzdialenosti.
Riesenie (pravouhlého) trojuholnika.
Goniometria ostrého uhla.
Riesenie vyypoctovych geometrickych iiloh.

Viyjpocet obvodu a obsahu.

PouZitie geometrického softvéru vo vyucovani geometrie na SS

Uvedieme niekolko oblasti z uc¢iva geometrie [65], kde by sme mohli pouzivat

geometrickych softvérov:

Planimetria
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- Zostrojenie mnoziny vsetkych bodov, z ktorého vidime tsecku pod danym uhlom;
riesenie konstrukcnych 1iloh pomocou tejto mnoZiny.
- Odvodenie, overenie Euklidovych viet a Pytagorovej vety.
- Zostrojenie trojuholnikov, stvoruholnikov, kruzZnic ainych rovinnych ttvarov
pomocou mnozin bodov danej vlastnosti.
- Zostrojenie a experimentovanie s obrazom itvaru v zhodnom zobrazeni, vysledky
zloZenia dvoch (alebo viac) osovyjch stimernosti.
- Riesenie konstrukcnych 1iloh pomocou zhodnych zobrazeni.
. Stereometria
- Urcovanie vzdjomnej polohy priamok, zistenie rovnobeZnosti, kolmosti priamky na
rovinu, kolmost priamok.
- Zobrazenie telesa, rezu telesa s rovinou a prieniku priamky a telesa vo volnom
rovnobeznom premietani; Zostrojenie skutocnej velkosti rezu.
- Vyhotovovanie sieti a modelov telies.
i Analyticka geometria
- Opericie s vektormi (graficky sticet, rozdiel a ndsobok).
- Geometrickd interpretdcia skaldrneho a vektorového sucinu.
- Ukdzanie problému volby vhodnej siiradnicovej stistavy.
- Pochopenie stivislosti konstrukcnej (syntetickej) a analytickej metody.

- Kontrolovanie viyjpoctov.

V dalsich podkapitolach sa pokusime ukazat aplikatné moznosti tychto
softvérov na konkrétnych prikladoch. UkdZzeme, ako moézeme softvéry pouzit na
overenie geometrickych hypotéz. (Termin hypotéza pouZivame v zmysle:
pouzivatelovi nedokdzané tvrdenie, ¢ize napr. existencia a vlastnosti Eulerovej

priamky pre toho, komu je tento poznatok eSte neznamy - je iba hypotézou.)
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IV.1. OVERENIE GEOMETRICKYCH HYPOTEZ POMOCOU POCITACA

Uvedené programy moZeme pouzit napr. pocas problémového vyucovania
vo vybranych oblastiach geometrickych disciplin, kde Ziaci a $tudenti potrebuja
najviac kreativnosti. Poc¢ita¢ im umoziiuje rychle a jednoduché experimentovanie.

Taktato vyucovaciu hodinu by sme si mohli predstavit takto: ziaci (Studenti),
ktori uz ovladaji program, dostant geometricka tlohu (problém), ktort sa usiluja
najprv spravne vymodelovat. To je faza nacrtu. Ziskané obrazky moézu jednoducho
zmenit tak, aby vysledny obraz zachoval isté zakonitosti. Pomocou toho moze ziak
(Student) zistit tie suvislosti, ktoré potrebuje na tuspesné vyrieSenie daného
problému. Mo6ze dostat hypotézu, ktora sa d& pomocou pocitaca I'ahko overit.

Takto ziskané vedomosti sice nemdzeme povazovat za dokaz v matematickom
zmysle, ale myslime si, Ze svoj tcel spiiia, lebo Ziak lepsie porozumie tlohe. Hlavne
na nizsich stuprioch §kol podla nas nie je potrebné vedecky dokazovat, ovela
uZitoénejsie je vhodne overit platnost vyslovenej vety. Ziak takto na zaklade
vlastnych skiisenosti naozaj vidi a pochopi vyslovené tvrdenie.

Dalej uvedieme niekolko tvrdeni, na ktorjch sa daju spominané poznatky

ukézat.

HYPOTEZA 1
Nech na stranach I'ubovolného trojuholnika ABC lezia body P, Q, R tak, aby
nasledujtce deliace pomery na kazdej strane boli rovnaké:
(ABP)=(BCQ)=(CAR) (1)

Potom taZiska trojuholnika ABC a trojuholnika PQR st totozné (obr. IV. 1. 1).

Pozndmbka:

Deliaci pomer je realne ¢islo, definujeme ho takto [20] : Nech stt A, B, P tri navzdjom
rozne kolinedrne body. Deliaci pomer (ABP) bodu P vzhladom na zakladné body
deliaceho pomeru A, B, je dany vztahom:

P-A
(ABP) = P_B (2)
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Deliaci pomer C
1 [ ]

obr.IV.1.1

Querenie hypotézy 1 pomocou programu Euklides

Najprv nakreslime trojuholnik ABC, jeho taznice a tazisko T. Potom podla (1) a
(2) mozeme zostrojit aj trojuholnik PQR. Na konstrukciu sme pouzili program
Euklides, kde konstrukcia bodu na priamke s danym deliacim pomerom je uz
zabudovanou ¢astou programu. To vidime aj na obr. IV. 1. 1, kde pomer dizok
tsediek 1 a 2 urcuje deliaci pomer. Taznice trojuholnika PQR sa pretinaji v bode T.
Aby sme videli, Ze nejde o §pecidlny pripad, moéZzeme zmenit dizku tsecky 1 alebo
2, ¢ize deliaci pomer. Tym mozeme ukazat, ze tvrdenie hypotézy plati pre

I'ubovolny deliaci pomer a tym je hypotéza overena.

Matematicky dékaz hypvotézy 1

Tvrdenie:
Nech na strandch I'ubovolného trojuholnika ABC lezia body P, Q, R tak, aby
nasledujtce deliace pomery boli na kazdej strane rovnaké:

(ABP) =(BCQ) = (CAR)

Potom taZiska trojuholnika ABC a trojuholnika PQR st totozné.

Dokaz:
Dokaz tvrdenia mozeme urobit vektorovo, vyuzitim vztahov (1) a (2).

TaZisko mozeme vyjadrit ako aritmeticky priemer stiradnic vrcholov:
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T :%(A+ B+C).

Deliace pomery sa dajt vyjadrit aj pomocou redlneho parametra k ako:

(ABP) =(BCQ) =(CAR) = %
odkial v8ak body P, Q, R moéZeme pisat nasledovne:
P=kA+(1-k)B, Q=kB+(1-k)C, R=kC+(1-k)A. (3)

S¢itanim rovnic (3) a vydelenim tromi vSak dostaneme tazisko T” trojuholnika PQR:
T'= %(P+Q+ R)= %(kA+ kB+kC+(1-k)A+(1-k)B+(1-k)C)= %(A+ B+C). (3)

Cize body T a T’ splyvaju.

HYPOTEZA 2
Nech st A, B a C tri navzajom rozne, nekolinearne body roviny E2. Na priamkach
AB, BC a AC definujme body P, Q, R a body P’, Q’, R’ tak, aby:
(ABP) =(BCQ) =(CAR) = p (4)

(ABP") =(BCQ'") =(CAR) = L )
P

kde p je I'ubovolné reélne ¢islo. Potom plati:
i. BodmiP, Q, R, P’, Q’, R prechddza préve jedna elipsa.
ii. Stredom elipsy je tazisko trojuholnika ABC .
iii. Hlavné a vedlajsie osi elipsy lezia na priamkach a a b, ktoré nezavisia od p, len

od bodov A, BaC.

Querenie hypotézy 2 pomocou programu Euklides

Najprv nakreslime trojuholnik ABC a jeho tazisko T. Potom podla (1) a (2)
mozeme zostrojit aj body P, P/, Q, Q°, R aR’. Na konstrukciu znova vyuZijeme
program Euklides a deliaci pomer ur¢ime ako v prechddzajacom priklade.

Cez body P, P, Q, Q" aR je program schopny nakreslit kuZelosecku. Ako to

vidime na obrazku IV. 1. 2, je to elipsa, ktora prechadza aj bodom R’ (i.).
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Deliaci pomer \ C
1 L \

obr.IV.1.2

Pomocou programu sa daji priamo skonstruovat ohniskda elipsy Fi, F.. Takto
vieme zostrojit hlavna os elipsy ako priamku prechddzajticu ohniskami a vedl'ajsiu
os elipsy ako os tusecky FiF, atakto aj stred elipsy ako prienik osi. Ked
skonstruujeme taziska trojuholnika ABC, zistime, ze stred elipsy splyva s taziskom
trojuholnika ABC. Nejde o Specidlny pripad. MéZeme sa otom presvedcit, ak
zmenime deliaci pomer resp. tvar trojuholnika (ii.). Podobne vidime, Ze zmenou
deliaceho pomeru nemenia polohu priamky, na ktorych lezia hlavné, resp. vedlajsie
osi (iii.). Teda, ak zmenime deliaci pomer, meni sa ,iba vel'kost” elipsy nie jej , tvar”
(dostaneme homotetické elipsy).

Platnost horeuvedenej hypotézy sa da takto overit pre l'ubovolny deliaci pomer.
Tvrdenia hypotézy platia pre I'ubovolny deliaci pomer, ¢im je vlastne hypotéza

overena.

Matematicky dokaz hypotézy 1

Tvrdenie: Nech A, B a C st tri navzdjom rozne vlastné, nekolinearne body roviny.
Na priamkach AB, BC a AC definujme body P, Q, R a body P’, Q’, R’ tak, aby:
(ABP)=(BCQ)=(CAR) = p (4)

(ABP) = (BCQ) = (CAR) =, (5)
Yo,
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kde p je 'ubovolné realne ¢islo. Potom plati:

1.
il.

1ii.

Bodmi P, Q, R, P’, Q’, R’ prechddza préve jedna kuzel osecka, ktora je elipsou.
Stredom tejto elipsy je tazisko trojuholnika ABC.
Hlavné a vedlajsie osi elipsy leZia na priamkach a a b ktoré nezavisia od p, len

od bodov A, Ba C.

Dokaz:

1.

DokéZeme pomocou obratenej Pascalovej vety, ze bodmi P, Q, R, P/, Q’, R’
prechadza jedna kuZzelosecka [4]. Z predpokladov (4) a (5) vyplyva, ze bud’
PP’QQ’RR’” alebo PR’'QP’RQ’ je jednoduchy Sestuholnik (Ziadne tri neleZia na
jednej priamke), v ktorom kazd4d dvojica protilahlych stran je vzdjomne
rovnobeZn4, ¢ize ich priesecniky st nevlastnymi bodmi roviny ABC. Nevlastné
body roviny lezia na jednej, nevlastnej priamke. Pouzitim obratenej Pascalovej
vety dostaneme, Ze ak prieseéniky protilahlych stran jednoduchého
Sestuholnika PP'QQ’RR" alebo PR’QP’RQ’ lezia na jednej priamke, tak tento
Sestuholnik je vpisany do kuZelosecky, ¢ize bodmi P, Q, R, P, Q’, R’
prechadza kuzelosetka x. KedZze kuzelosetka je jednoznac¢ne dand piatimi
bodmi, tak aj toto zadanie je jednoznacné.

Dalej ukaZeme, Ze spominana kuZel'osecka je elipsa. Zostrojime nad jednou
stranou trojuholnika napr. nad AB pravidelny trojuholnik ABC*. Trojuholnik
ABC* bude afinnym obrazom trojuholnika ABC, v osovej afinite uréenou osou
AB a sebe zodpovedajacou sa dvojicou C C*. Afinné obrazy bodov P, Q, R, P’,
Q’, R” st body P*, Q% R* P, Q™ R (obr.IV.1.3).

Pricom deliace pomery (vzhladom na invarianciu deliaceho pomeru voci
afinnych transformécii) bodov P¥, Q% R* P’ Q" R’ na priamkach AB, BC*
a AC* sa daju vyjadrit v tvare podobnej ako (4) a (5). Trojuholnik ABC* je
pravidelny, tak s vyuzitim simernosti nie je tazké dokazat, ze bodmi P*, Q%
R* P Q"™ R’ prechadza jedna kruzZnica k. (Sta¢i ukézat, Ze vrcholy
Sestuholnika P*Q*R*P*Q"*R’* st sumerné vzhladom na taZnice (osi stran)

rovnostranného trojuholnika ABC* amaja od stredu opisanej kruZnice
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il.

1ii.

trojuholnika ABC* rovnaku vzdialenost.) Afinny obraz tejto kruznici k v danej

afinite bude elipsa «.

obr.1V.1.3

Vychadzame z afinného obrazu trojuholnika. Stredom kruznice k je tazisko T*
trojuholnika ABC*. Tazisko trojuholnika je afinne invariantnym, a preto
stredom elipsy x, ktord prechadza bodmi P, Q, R, P, Q’, R’ je tazisko T
trojuholnika ABC (obr.IV.1.3).

Hlavna a vedlajsiu os elipsy dostaneme konstrukéne: hfadame tie zdruzené
(kolmé) priemery kruznice k, ktoré sa zobrazuji do kolmych zdruzenych
priemerov elipsy « [17]. Staci ndjst Talesova kruznicu kr (S,7), na ktorej leZia
body T a T* (stred kruznice k a stred elipsy x) ajej stred Slezi na osi afinity
(AB):

AB N0y, ={S} atakto kr(S, | ST|); ABNkr =1{X,Y},
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¢ize hlavnd a vedlajsia os elipsy x bude lezat na priamkach TX a TY a tie st
nezévislé od deliaceho pomeru p, zavisia iba od trojuholnika ABC (obr. IV. 1.

4).

obr.1V.1.4

Dalej vidime, Ze aj afinita je nezavisla od p. Z toho vyplyva, Ze aj pomer dlzok

hlavnej a vedl'ajsej osi je od p nezévisly.

Poznamka
Zaujimavé st aj Specialne pripady tejto elipsy:

§ D& sa ukazat, Ze sblizenim deliaceho pomeru k hodnote -1 elipsa sa
priblizuje k vpisanej elipse, ktora dotyka strany trojuholnika ABC vich
stredoch. Tato elipsa sa nazyva Steinerovou elipsou a vyznacuje sa s tym, ze
spomedzi vSetkych do trojuholnika vpisanych elips ma najvacsi obsah.

§ Tiez sa da ukazat, ze sbliZzenim deliaceho pomeru k hodnote 0 alebo oo

elipsa sa priblizuje k opisanej elipse, ktora prechadza vrcholmi trojuholnika

34



ABC. Tato elipsa sa vyznacuje s tym, ze spomedzi vSetkych k trojuholniku

opisanych elips ma najmensi obsah.

ULOHA MATEMATICKE] OLYMPIADY

Uvedena tloha je priklad z domaceho kola 52. roénika matematickej olympiady

(2002-2003) kategorie A (A-I-5).

Zadanie:
V rovine st dané tri r6zne body K, L, M, ktoré v tomto poradi leZia na priamke.
V tejto rovine najdite mnozinu vsetkych vrcholov C stvorcov ABCD takych, Ze bod

Klezi na strane AB, bod L na uhlopriecke BD a bod M na strane CD.

Poznamka

Isté geometrické pojmy, ako napr. vyska trojuholnika alebo v naSom pripade
strana trojuholnika, m6Zze znamenat aj priamku - aj tisecku. Sice stranu povazujeme
vdcsinou za tsecku, ale v nasledujucom kvoli symetrii a Gplnosti atvarov budeme

ju brat radsej ako priamku.

Hladanie hypotézy

KrieSeniu problému aj vtomto pripade je potrebné najprv najst rozumna
hypotézu. V takychto pripadoch zvycajne nakreslime niekol'ko (Specidlnych)
roznych situdcii a na zéklade toho sktsime predpovedat nastavajuci jav. Pracovna
hypotéza v tomto pripade moze, ale nemusi byt pravdivou.

Ako by sme sa mohli dopracovat khypotéze pomocou geometrického
programu? Pouzijeme v tomto pripade program Cabri Geometria II. Vychadzame
z toho, ze strana AB zviera s uhloprieckou BD 45°-ovy uhol, ¢ize podla zadania
tsecku KL vidime z bodu B pod uhlom 45°. K tomu patri mnoZzina bodov, kruznica
g (vid’ obrazok IV. 1. 5). Z I'ubovolného bodu , horného” obluku kruznice vidime
tsecku KL pod uhlom 45°, z ,,dolného” pod uhlom 135°. To vsak podla vektorovej
definicie uhla dvoch priamok je tiez 45°, teda ak zvolime bod B na dolnom obliku,

tak priamky AB a BD uzavierajua tiez 45°-ovy uhol. Na zaklade toho vrchol B nutne
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lezi na kruZznici g (resp. na kruznici g’, ktora je osovo simernym obrazom kruznice g

podla osi KL).

obr.IV.1.5

Zostrojime teda I'ubovolnt priamku KM, zvolime na nej (medzi K a M) bod L
a zostrojime mnoZinu (kruznicu) g. Na kruznici g zvolime l'ubovolny bod B.
Zostrojime priamky BK a BL. Pouzijeme, Ze susedné strany Stvorca st vzajomne
kolmé a protilahlé rovnobezné. Skonstruujeme kolmicu x na BK prechddzajacu
bodom B a rovnobeZzku y s priamkou BK cez bod M.

Vrchol C dostaneme ako priese¢nik priamok x ay (vrchol D ako priese¢nik BL
a y; vrchol A s doplnenim na $tvorec). Zvolenym bodom B mozeme pohybovat po
kruznici g, s nim sa viazane pohybuja aj d'alsie elementy (vlastnost interaktivnosti).
Stopu bodu C moézeme pomocou programu vykreslit (moznost Stopu
zapni/vypni). Pripadne celd situdciu animujeme, alebo nechame vykreslit samotnua
mnozinu bodov pomocou moznosti programu Geometrické miesto bodov. To je
zndzornené aj na obrazku.

Ocividne je tato mnozina kruznicou (na obrazku ¢ervenou odliend). Na zaklade

toho oprdvnene mozeme vyslovit hypotézu, Ze hladanou mnoZzinou je kruznica
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(resp. ak vezmeme kruznicu g’, dostaneme aj v druhej polrovine ako hladant

mnozinu d’al$iu kruznicu, ktora je osovo simerna s najdenym rieenim).

Interaktivnou zmenou by sme mohli premiestnit aj urcujice prvky tlohy (body

K, L a M) a presvedcit sa o tom, Ze pri I'ubovolnej polohe tychto prvkov, ktoré sa

vyhovuja zadaniu, dostdvame takd mnozinu - kruznicu.

Myslime si, Ze takto ndjdend hypotéza je dostatocne silnd na to, aby sme mohli

hladat’ jej dokaz a pouzité geometrické poznatky a postupy pomozu aj k ndjdeniu

dokazu.
Poznamka
Keby sme povazovali strany

trojuholnika za dsecku, anie za
priamku, namiesto celej kruznice
(celych kruznic) by sme dostali len
obluk  (oblaky), ako je to
znazornené aj na vedlajSom

obrazku (obr. IV. 1. 6).
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obr.IV.1. 6

Na zaklade horeuvedenych mozeme vyslovit tvrdenie v tvare vety, a nasledne to

dokéazat matematicky:

Veta

Nech v rovine st dané tri rézne body K, L, M, ktoré v tomto poradi lezia na

priamke. Mnozina v8etkych vrcholov C stvorcov ABCD takych, ze bod K leZi na

priamke AB, bod L na priamke BD a bod M na priamke CD je kruznica.

Dokaz

Uvazujeme o pripad, v ktorom body K, L, M fixujeme.

37



Vychadzame z podobnych predpokladov ako pri konstrukénej overovani: bod B
nutne leZi na kruZznici g.

Doplnime obrazok s kolmicou v bode L na
priamku KM (obr. IV. 1. 7). T4 pretne
kruznicu V bode Q. Preto KQ je priemerom |
kruznice ¢ akruZnica g je Talesovou
kruznicou nad priemerom KQ.

Pritom AKLQ je eSte aj rovnoramennym (uhol

KLQ = 45° kvoli vlastnostiam kruZznice g).

Z toho: |KL| = |KB].

KedZe bod B je lubovolnym bodom -
kruZznice g a priamka BC musi byt kolmou na

obr.IV.1.7
BK, tak priamka BC nutne prechddza bodom

Q.

Priamka BC ma prechadzat
pevnym bodom Q, priamka CD ma
prechadzat pevnym bodom M,
pricom sG na seba aj kolmé
(stvorec). Teda bod C musi nutne
lezat na Télesovej kruznici nad

priemerom MQ.

Kedze body M a Q st pevnymi

bodmi, tak hladand mnoZina

vsetkych vrcholov C je pevna

obr.1V.1.8 kruznica.

V nasledujucich uvedieme dalsie geometrické tvrdenia, ktorych platnost

moZzeme overit pomocou geometrickych programov.
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IV.2. ZOVSEOBECNENIE TVRDENIA O EXISTENCII EXETEROVHO BODU

Veta 1

Nech je dany trojuholnik ABC ajeho vpisand kruznica k. Stredovo stimerné
obrazy dotykovych bodov vpisanej kruZnice so stranami trojuholnika A;, B, Ci
(A eBC,B, € AC,C, € AB) podla stredu vpisanej kruznice S ozna¢ime ako Az, By,
C (A nk={A,A}, B, nk={B,,B,}, SC,nk={C,,C,}).
Potom plati, ze priamky AA, BB,, CC; prechadzajt jednym bodom, ktora sa nazyva
Exeterovym bodom (E). [13]
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obr.1V.2.1

Pocitacové overenie

Konstrukciu uskutoénime podla vety 1. Premiestiiovanim vrcholov trojuholnika
zmenime tvar trojuholnika a vidime, Ze priamky AA; BBj CC; naozaj a vzdy
prechadzaja jednym bodom.

Dokaz tejto vety neuvedieme, nakol'ko zo zovSeobecnenia vyplyva aj jej dokaz.

Pri hladani vSeobecnejsieho tvrdenia vychddzame z toho, ze v uvedenej vete
body Az, B, C; sme dostavali tak, ze sme vyznacili ,dalsie” priese¢niky priamok
SA1, SB1, SCi s kruznicou k. Zakladna otazka hypotézy znie takto: ¢o sa stane, ak

namiesto Specialneho bodu S zvolime I'ubovolny bod roviny (P) a body Az, Bz, C;
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uréime ako , d'alsie” priese¢niky priamok PAj, PBi, PCi s kruznicou k ? Ukazalo sa,

ze pri tych podmienkach plati podobné tvrdenie:

Veta 2

Nech je dany trojuholnik ABC, jeho vpisand kruznica k a v rovine trojuholnika
bod P. Dotykové body vpisanej kruZnice so stranami trojuholnika oznac¢ime ako
A1, B, C1 (A eBC,B, € AC,C, € AB). Dalsie priese¢niky priamok PAi, PBi, PC;
s kruznicou k ozna¢ime A», B2, C>
(PA,nk=1{A A}, PB, nk=1{B,,B,}, SC,nk=1{C,,C,}).

Potom plati, Ze priamky AA,, BB2, CC; prechadzaji jednym bodom (E) [26].

Poznamka
,Daléi” priese¢nik priamky s kruznicou chdpeme v takom zmysle:

Bod A1 je bodom kruZnice, preto ma priamka PA; s kruZnicou k aspon jeden
spolo¢ny bod. Ak maja dvoch priese¢nikov, tak druhym priese¢nikom (nie Aj) je
bod A,. V pripade, Ze priamka PA1 kruznicu dotyka, bod A: je, samozrejme, totozny
bodom Aj.

n
- i -
A7 i cl
LT i -
- !
- :
- !

obr.1V.2.2

Pocitacové overenie

V tomto pripade okrem vrcholov trojuholnika vieme interaktivne premiestnit aj
polohu bodu P. S tymito zmenami zistime, ze pri 'ubovolnej polohe bodu P a tvaru

trojuholnika ABC plati vyslovené tvrdenie.
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Dokaz vety tiez neuvedieme, nakol'ko z dalsieho zovseobecnenia vyplyva aj jej

dokaz.

Poznamka
Ak predizime strany trojuholnika (namiesto tise¢iek povazujeme ich za priamky),

tak podobné tvrdenie mozeme vyslovit aj v savislosti s pripisanymi kruznicami.

obr.1V.2.3

Okrem inych aj tento fakt nas dovedie k d'alsiemu zov$eobecneniu. Namiesto

kruznice, ktora sa dotyka troch priamok uvazujeme o kuzel osecke:

Veta 3

Nech je dany trojuholnik ABC, kuZzel'osec¢ka «, ktord dotyka priamky AB, BC, CA
a l'ubovolny bod P roviny trojuholnika. Dotykové body kuzel'osecky s priamkami
AB, BC, CA ozna¢ime postupne Ci Ai, Bi (A €BC,B, € AC,C, € AB). Dalsie
priesecniky priamok PAi;, PBi;, PC: skuZeloseckou x oznac¢ime Az B C;
(PA Nk =1{A A}, PB Nk ={B,,B,},SC,nx ={C,.C,}).
Potom plati, Ze priamky AA, BB,, CC; prechddzaja jednym bodom (E).
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obr.1V.2.4

Pocitacové overenie

V tomto pripade bolo potrebné najprv zostrojit jednu kuzelosecku, ktora sa
dotyka predizenych stran trojuholnika. Mbdzeme vyuzit, %e kuZelosetka je
jednoznac¢ne uréena jej tromi doty¢nicami, ak na dvoch doty¢niciach st dané aj jej
dotykové body [3]. Teda bodmi A, B, C ur¢ime budtce doty¢nice AB, BC, CA ana
dvoch dotyc¢niciach zvolime budtce dotykové body. Nech st to body B: a C1 na
priamkach CA resp. AB. Pouzitim projektivnej geometrie sme schopni zostrojit aj
dalsie body kuzelosetky, ako napr. aj bod A: ... (pouzili sme metédy popisané
v literatare [3] a [20]). Postac¢ujace je vsak ndjst pat bodov kuzelosecky, nakolko
vdcsina geometrickych programov uz zostroji nimi prechadzajicu kuzel'osecku.

Odteraz postupujeme analogicky ako v predchadzajacich pripadoch: zvolime
v rovine l'ubovolny bod P a podl'a postupu popisanej vo vete 3. Zostrojime priamky
AAj, BB, CCi. Okrem tvaru trojuholnika a polohy bodu P mdZeme zmenit aj tvar
kuzel'osec¢ky s premiestiiovanim bodov B; resp. C1. Zistime vsak, Ze reldcia priamok
AA,, BB;, CC; - ze prechadzajt jednym bodom - sa nezmeni pri Ziadnej zmene

vstupnych adajov (A, B, C, Bi, Cy, P).
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Dokaz

Doékaz vety uskuto¢nime analyticky so zavedenim homogénnych projektivnych

stradnic.

Kvoli jednoduchosti vypoctov za urcujice body homogénnej stradnicovej
sustavy zvolime dotykové body Aj;, Bi, C1 s 'ubovolnym jednotkovym bodom. (Z

toho vyplyva vSeobecnost dokazu.)

Teda sturadnicova ststava je dana repérom <A1 ,B,,C, ,J> nasledovne:

A =[1, 0, 0]
.=[0, 1, 0]
c,=[o, o, 1]
J =[1 1, 1].

V tejto sastave zvolime - tiez kvoli jednoduchosti vztahov - kuZzel'osecku «, ktora
prechadza bodmi A1, B1, Ci, jej rovnica je:
Ko XX+ X, X, +X,X,=0
Z tejto rovnice uréime analytické vyjadrenie dotyc¢nic a, b, ¢ postupne v bodoch
A1, By, Ci,

Pre doty¢nicu a v bode A1 so suradnicamia =(x,, X, X,) plati rovnost:

%(xox1 + XX, + X, X, + X X, + % X, + X%, )=0
Po dosadeni stradnic bodu A, = [1, 0, O] dostaneme:
X, +X%X,=0,

teda saradnice priamky a = (O, 1, 1).
Analogicky dostaneme: b =(1, 0, 1),

c=(1, 1, 0).
Zo sturadnic doty¢nic uréime saradnice bodov A, B, C:
A=l 1 1)
B =[1 -1, 1]
c, =1 1 -1]

Zvolime I'ubovolny bod roviny, a preto

P =[a, B, 7],

kde ¢, p, y st 'ubovolné realne hodnoty, pricom nie st naraz vsetky nulové.
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Vyjadrime stiradnice priamok PAi;, PBi;, PC; a potom ich d’alsie priese¢niky s
kuzeloseckou x, body A, Bz (. UkaZzeme to pre bod A; (so stradnicami
(X0, Xy X))

>(0 >(l x2
Az e PA1 & 1 0 |=0,z¢ho: g X,—-y X, =0
a

0
B xZ:%x1

<

Az € K, teda jeho stradnice vyhovuju aj rovnici X, X, + X; X, + X,X, =0; po
dosadeni X, =2 X, plati: X X, + X, 2= X, + X, £ X, =0.
B B B

Po tprave: X;=0 v (B+y)X,+y X=0.
V pripade X, =0 aj X, =0, teda dostaneme bod A1.
Teda v pripade (S +y) X, +7 X =0 dostavame stiradnice bodu Az. Po tpravéch:
M=[=pr. BB+r). B+l
Podobnym postupom: B = [a(a+y), —ay, y(a+y)],
C= [a(a+p), fla+p), -apl.

Teda uz moézeme vypocitat stradnice priamok AA, BBy CC; ako priklad

uvedieme vypocet pre bod Au:

XO Xl X2
1 0 0 =0 o (r+BNy-B)Xo+y* X, =B X, =0,
=Py B(B+y) r(B+7)
z toho: AA2=(7/2—ﬂ2, 7’ —,82).
Analogicky: BB2=(—7/2, a’—y?, az)

a CC= (8, -a*, p*-a?).
Chceme ukazat, Ze tieto tri priamky prechadzaji jednym bodom. To plati vSak
vtedy a len vtedy, ak stiradnice priamok st linedrne zavislé. Pre maticu obsahujtica

suradnic priamok:

7/2 _IBZ 7/2 _ﬂZ
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vsak plati, Ze ich rady matice M st linedrne zavislé (ich stcet je nulovy vektor),

a preto priamky AA», BB,, CC; prechddzaja jednym bodom.

Poznamka:
Z dodkazu vety 3 vyplyva aj pravdivost viet 2 a1, ktoré st Specidlnymi pripadmi

vety 3.

IV.3. ZOVSEOBECNENIE FERMATOVHO BODU TROJUHOLNIKA

Vetal (Fermatov bod trojuholnika) [13]

Ak nad stranami trojuholnika zostrojime rovnostranné trojuholniky aich
vrcholy, ktoré nelezia na strandch zdkladného trojuholnika spojime s protilahlymi
vrcholmi zakladného trojuholnika, tak tieto spojnice prechadzaju jednym bodom.

Tento bod sa nazyva Fermatov bod trojuholnika.

obr.1V.3.1

Poznamka
Rovnostranny trojuholnik ABK definujeme ,nad stranou” AB trojuholnika ABC

tak, Ze body C a K lezia v opa¢nych polrovinach uréenych priamkou AB (pozri obr.
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IV. 3. 1). Analogicky to plati aj na zvysné dva trojuholniky BCL, ACM nad stranami
BCresp. AC.
Podla vety priamky CK, AL a BM prechadzaja bodom F (Fermatov bod).

Co by sme dostali, ak podmienky vety 1 vymenime za slabsie? Trojuholniky
ABK, BCL a CAM st rovnostranné, ¢ize st navzdjom podobné. D4 sa vsak ukézat,
Ze podobnost trojuholnikov ABK, BCL a CAM nie je postacujtca.

KedZe aj rovnostranny trojuholnik je rovnoramennym (Specidlny pripad), v
podmienke vety vlastnost ,rovnostranny” zamenime (oslabime) na , podobny a
rovnoramenny”.

Takto dostaneme takéto tvrdenie:

Veta 2 (Zovseobecnenie Fermatovho bodu)

Nech je dany vSeobecny trojuholnik ABC a nad jeho stranami navzajom podobné
rovnoramenné trojuholniky ABK BCL a CAM. Potom priamky ALBM a CK sa
pretna v jednom bode (obr. IV. 3. 2).

obr.1V.3.2

Poznamka
V tomto pripade body C a K nemusia lezat na opac¢nych stranach priamky AB, ale
ak bod K lezi v polrovine ABC, tak bod L musi lezat v polrovine BCA a bod M musi

lezat v polrovine CAB.
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Pocitacové overenie

Ulohou je zostrojit nad tse¢kami AB, BC a CA také interaktivne trojuholniky
ABK, BCL a CAM, aby sa vyhovovali podmienkam tvrdenia.

PretoZe trojuholniky ABK, BCL a CAM su rovnoramenné, vyplyva sa z toho, Ze
body K, L aM lezia na prislugnych osiach strany trojuholnika ABC. Dalej
trojuholniky ABK, BCL a CAM st aj podobné, vyplyva sa z toho na ich uhly leziace
na zakladoch, Ze majt rovnaka velkost:

|ZABK| =|£BAK | =|£BCL| =|£CBL| =|£ZCAM| = | ZACM|

Na zaklade toho zvolime na osi tsecky AB I'ubovolny bod K. Takto ur¢eny uhol
BAK prenesieme (prend$anie uhla pomocou kruznic) aj na dalsie strany
trojuholnika ABC. Ramena tychto uhlov pretnt osi prislusnych stran v hfadanych
bodoch L a M.

Takto zostrojené trojuholniky ABK, BCL a CAM vyhovujt podmienkam vety a st
interaktivne: zostane ich podobnost a rovhoramennost aj s premiestenim bodu K na
osi strany AB, alebo so zmenou tvaru zakladného trojuholnika ABC.

So zostrojenim priamok CK, BM a AL zistime, Ze tie priamky vzdy prechddzaja
jednym bodom. Nezmeni to v8ak ani vtedy, ak zmenime polohu bodu Kna osi
strany AB, alebo so zmenou tvaru zdkladného trojuholnika ABC.

Tym sme overili platnost tvrdenia pomocou pocitaca.

Dokaz
Dokaz vety uskuto¢fiujeme analyticky. Zavedieme vhodnti pravouhla
saradnicovu stistavu. Nech pri bodoch A a B nie st vidcésie vnutorné uhly ako 90°
(keby boli, tak vhodne prehodime oznacenia), nech bod A je zaciatkom saradnicovej
ststavy a bod B jednotkovym bodom osi x. Potom bod C mé I'ubovolné stiradnice z
intervalu <0,1>, pri¢om y-ova zloZzka nie je nulova:
A= 10,0]
B = [1,0]
C=lef]l;e feR, 0<e<l;f#0.
Bod K mozeme vyjadrit s vektorovou rovnicou v tvare:

K=C,+t-N,
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kde Co je stred tsecky AB, rrlAB L AB A | rr1AB |=| AB| at je Tubovolny redlny
parameter. Podobne:
L=A+t-Ny,
kde Ay je stred tsecky BC, rrIBC LBC A | ﬁBC |=|BC|;
M =B, +t-N.,,
kde By je stred tsecky CA, i, L CA A | s |=| CA.
Samozrejme, pri vybere vektorov I!IAB, rllBC, |!1CA je zohladnena aj poznamka za

vetou 2.

Na zaklade toho saradnice bodov K, L a M st vyjadrené v tvare:
ol
2
L :[eLH fot, i+(1—e)-t}
2 2
M =F— f -t,i+e-t}
2 2
Z toho mo6zeme odvodit vSeobecnt rovnicu priamok AL, BM a CK

1 1 1
AL: |sf+t-te|x—|se+5+ft|y=0
2 22 1
1)
1 1 1
BM: |sf+te|x—|ze-ft—-1|y—zf-te=0
2 2 2 )

1 1
CK: (f+t)x—(e—§]y—§f—te:0

(3)
Ak s¢itame prva a druha rovnicu, tak dostaneme tretiu rovnicu, ¢o znamena, ze
priese¢nik priamok AL a BM lezi na priamke CK, ¢ize priamky AL, BM a CK

prechadzaja jednym bodom.

Poznamka

§ Zdokazu vety vyplyva platnost vety pre Fermatov bod trojuholnika

NG
)

§ Ak t=0 body K, L, M budt stredy stran AB, BC resp. CA, CiZe stred X

(t= g ), resp. platnost vety pre tzv. Napoleonov bod [13] (t =

splynie s taziskom trojuholnika ABC; X =T .
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§ Predpokladajme, ze t — *owo. Bod K teda dostaneme do ,nekone¢na”, bude

nevlastnym bodom roviny ABC. Trojuholnik ABK je rovnoramenny so

zékladom AB. Vtomto pripade |ZKAB|=|ZABK |:%, lebo uhol

rovnobeznych priamok je nulovy a sti¢et vnatornych uhlov trojuholnika je 7.
Priamky AK, BK a CK su zjedného zvdzku nevlastného bodu K, teda st
navzajom rovnobezné. To znamend, ze aj CK L AB, c¢ize CK je vyskou
trojuholnika na stranu AB. Podobne pre takto zvolent parametricka
hodnotu body L, M st nevlastnymi bodmi roviny ABC a priamky AL resp.
BM st vyskami trojuholnika na strany BC resp. AC. Teda hladany bod X je
ortocentrum trojuholnika ABC; X =V.

§ Zvolme si parameter t tak, aby bod K lezal na priamke AC! Z podobnosti
trojuholnikov ABK a CAM vyplyva, Ze bod M teraz musi taktieZ incidovat s
priamkou AB. Nami hladany “stred” X je priese¢nik priamok CK a BM.
KedZze priamky CK a AC resp. BM aAB su totozné, bod X je totozny s

vrcholom A. Tato situdcia je na¢rtnuta na obr. IV. 3. 3

obr.1V.3.3

Podobnym spdsobom modZzeme bod X stotoznit aj s vrcholmi B a C.
VySetrime mnozinu vsetkych “stredov” X!
Ako vidno z pozndmok, tato mnoZzina obsahuje tazisko, ortocentrum, Fermatov

a Napoleonov bod a ak trojuholnik ABC nie je rovnoramenny, tak aj jeho vrcholy.
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Veta3 (mnozina vsetkych bodov ziskanych zovsSeobecnenim Fermatovho bodu)
MnozZina M vsetkych bodov X svlastnostou opisanou vo vete 2 tvori
kuzel'osecku:
i. Pre rovnostranny trojuholnik ABC mnoZina M je jeden bod, stred
trojuholnika (tazisko, ortocentrum, ...) - (singuldrna kuzel'osecka).
ii. ~ Pre rovnoramenny trojuholnik ABC body mnoZiny M je priamka * - os
zékladne (singularna kuzel'osecka).
iii.  V ostatnych pripadoch pre vseobecny trojuholnik je to hyperbola s kolmymi
asymptotami (rovnoosa hyperbola), ktord prechadza vrcholmi trojuholnika
ABC, cez tazisko T, ortocentrum Va Fermatov bod F (je reguldrnou

kuzel oseckou).

obr.1V.3.4

Poznamka: kvoli tplnosti musime dodat’ Ze toto tvrdenie je otazka pohladu. Pri predpoklade, ze
zékladniou je strana AB, moze sa stat, Ze bod K splyva bodom C. V tomto pripade priamka CK nie
je jednoznacne urcend, pricom priamky AL a BM splyvajt s priamkou AB.

- Ak na to divame z kontinualneho hladiska, tak dostaneme za bod X stred zdkladne AB a za
mnozinu bodov X dostaneme jednu priamku.

- Ak na to divame z hl'adiska, ze priamka CK v tomto pripade nie je jednoznac¢ne urcena, tak
mozeme povazovat za td priamku cely zvdzok priamok prechadzajici bodom C (K). V tomto
pripade vSak za hladany priese¢nik priamok X dostaneme priamku AB a preto za mnozinu bodov

X dostaneme dve na seba kolmé priamky (priamku zakladne a os zédkladne).
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Pocitacové overenie

i.  Zostrojime situaciu (pevny rovnostranny trojuholnik ABC a pohyblivy bod K

na osi strany AB):

obr.1V.3.5

Vidno aj z obrazku, Ze priamky AL, BM, CK ta totoZzné s prislusnymi osami
stran (osami vnutornych uhlov, vyskami, ...), teda bod X bude stredom (stred
vpisanej a opisanej kruznice, tazisko, ortocentrum, ...) trojuholnika ABC.

ii.  Zostrojime situdciu, rovnoramenny trojuholnik so zakladriou AB a pohyblivy

bod K na osi strany AB:

obr.IV.3.6

Pri premiestiiovani bodu K vidime, Ze pre bod X dostdvame body osi zakladne

AB (vSetky) okrem jediného pripadu: ak C =K priamka CK nie je urcend
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iii.

jednoznacne a priamky MB a AL su totozné, teda bod X moZe byt hociktorym
bodom priamky AB (poznamka *).

Nami charakterizovanymi softvérmi je mozné vykreslit hladant mnozinu
(moZznosti Geometrické miesto bodov resp. Stopa), ¢o ndm vsak ukaze len tvar
hladanej mnoziny. Ak predpokladame platnost vety, sme schopni zostrojit
pomocou programu aj kuzel'osecku prechadzajacu piatimi bodmi: uvazujeme
za urcujtice body kuzelosecky vrcholy A, B, C, tazisko T, a Fermatov bod F.
So zmenou tvaru trojuholnika ABC sa da overit, ze tato kuzelosecka je vzdy
hyperbolou (samozrejme okrem pripadov i. a ii.).

Premiestiiovanim bodu K sa ukaZe, Ze bod X je naozaj a vZidy bodom tejto
kuzel'osecky.

Kolmost asymptot pomocou programu Euklides sa d4 tiez vel'mi jednoducho
ukazat. Program urci ohniskéd kuzel'osecky. Z toho zostrojime stred hyperboly,
z ¢oho zostrojime k hyperbole dotycnice. Tieto priamky budt asymptotami
hyperboly.

Pomocou programu Cabri je tato konstrukcia zlozitejsia. Pomocou vety
o rovnobeznych tetiv sme schopny zostrojit stred hyperboly, a takto aj
asymptoty (pri¢om sme pouzili, Ze hyperbola je rovnoosd). Ich kolmost vieme

overit napr. pomocou merania.

DOKAZ

I

Vzhladom na symetrie, ktoré platia v rovnostrannom trojuholniku, priamky
AL, BM, CK st vyskami trojuholnika ABC tuplne nezavislé od hodnoty

parametra t. Teda hladand mnozina bodov X je jednobodovou mnozinou.

Analyticky:
A= 10,0],
B = [1,0],
C{A,ﬁ]
22

Na zaklade toho saradnice bodov K, L a M st vyjadrené v tvare:
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ii.

Po napisani rovnic priamok AL, BM a CK mdZeme vyjadrit bod X ako ich
priese¢nik:
AL: (3+20)x-(3+2V3t)y=0,
BM: (V3 +20)x+(3+23)y—+/3-2t =0,

CK: x= l
2
Cize stradnice bodu X :
x| L B3]
26

Stradnice taziska T mozeme dostat ako aritmeticky priemer stradnic
vrcholov:

_A+B+C
s

T

Po dosadeni stradnic vrcholov dostaneme tazisko so stiradnicami:

T{i ﬁ},

27 6
¢ize ako vidime nezavisle od parametra t saradnice bodu X a stredu (taziska)

trojuholnika ABC st totozné.

Mobzeme si reprodukovat pocitacom podporované rieSenie. Za
zékladrnu zvolime stranu AB. Stradnice vrcholov:
A= 1[0,0],
B = [1,0],

C:[%, f}, feR, f=0.

Na zéklade toho stradnice bodov K, L a M mdZeme vyjadrit tvare:
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L=F+ ft, u}
2

M :{ln-fn-iil}
4 2

Po napisani rovnic priamok AL, BM a CK mo6zeme vyjadrit bod X ako ich

priese¢nik:

AL : (ﬂ]x—(§+ ft]y:O
2 4
BM : (ﬂ]x+(§+ ft]y—u =0
2 4 2
CK: x= 1 ,ak t#—f, v opa¢nom pripade nedefinovana.

Z toho stradnice bodu X :

le’ f+t ,
2 3+4ft

Teda mnozina vsetkych takych bodov je priamka X:%, os zakladne AB.

O nedefinovanom pripade sme uz mienili pri vysloveni vety v poznamke (*)

iii. =~ Body A, B, C, T aFjednoznacne urcuju jednu regularnu kuzelosecku x
(uvedené body st navzdjom rdzne a ziadne tri znich nie st kolinearne).

Stradnice tychto bodov maja analitické vyjadrenie v tvare:

A=10, 0]
B=[1,0]
C:[e, f], kde ee R, f e R—{0};
T{H_e;}
373

- 4fe+3f7+ f+3e+43e’ (f+V3e)W3e-f -3
23 —Be+3f2 436 +43) 2(3f —B3e+/3f2 +/3e* +4/3)
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Bod X hladanej mnoziny vyjadrime parametricky pomocou realneho
parametra ¢ (podobne ako prechddzajucom dokaze) ako priese¢nik priamok

AL, BM, CK z rovnic tychto priamok. Jednotlivé saradnice:

X = ef +2f°t+ f +2te+2te’ +4fte (f +2te)2te— f —2t)
3f —dte+4f2t+4te> + 4t +4ft2° 3f —dte+4f 2t +4te> +4t +41ft> |

Bod X je vtedy a len vtedy bodom kuZel'osecky x, ak determinant matici M

Xe o XeYxo Yxo X Yx 1
Xa XaYa Ya X4 Ya 1
M| 6 XeYs Yo Yo Vs !
X %Yo Yo % Yo I
xooxYr Yo % Y 1
VR 93"V VAR VAR 'V

sa rovna nule, kde xx, x4, ... ,XF. resp. yx, ya... ,yr s x-ové resp. y-ové stiradnice
bodov X, A, B, C, T, F.

Po dosadeni saradnic jednotlivych bodov A, B, C, T, Fa X a algebrickych
Upravach zistime, Ze hodnota determinantu matice M je identicky nulova
nezavisle od hodnoty parametra f. To znamen4, Ze mnozina M vsetkych bodov
X je naozaj kuzel'osecka.

Na wurcenie typu kuzelosecky rozsirime euklidovska rovinu o nevlastna
priamku. Hyperbola ma s nevlastnou priamkou dva spolo¢né body. Bod X je
nevlastnym bodom roviny vtedy alen vtedy, ak priamky AL, BM a CK st
rovnobezné. Teda normélové vektory tychto priamok sa liSia iba skalarnym
nasobkom. VyrieSme ststavu rovnic s nezndmou ¢ (na lavej strane rovnic
mame jednotlivé stiradnice normalového vektora priamky AL ana pravej

strane priamky CK) :

£+(1—e)t:y(f +1)

e+l 1
——+ft=u(e——
5 u( 2)

Eliminaciou nezndmej u a dal$imi upravami dostaneme kvadraticka
rovnicu pre t. RieSenia urc¢uja hodnotu parametra, pre ktoré su priamky AL,

BM a CK st rovnobeZzné:

55



Ce-l-f-@+ 3¢ —2e-2ef> 28 +1-f2+ {421 +¢'

t
' 2f

()

. _e-l- f2o@ -3¢ —2e—2ef>—2€ +1- 7+ f*12f% +¢' )
L=
2f

Otézka je, ¢i st vypocitané hodnoty redlne a r6zne. K tomu musime vySetrit
diskriminant :

D=3¢"-2e-2ef* -2 +1-f*+ f*+2f% +€'.

Ak chceme dostat redlne hodnoty na ¢, tak diskriminant nemo6ze byt
zaporny. Vysetrenim rovnice D =0 zistime na akych intervaloch ma D kladnt,
resp. zapornd hodnotu. Teda vypocitame korene rovnice pre neznamu e:

3¢ —2e—2ef’ -2 +1-f*+ f'+2f% +e' =0.

Dostaneme rieSenia

+o\-3£43F —4f2.

1
2

N | —

€234 =

SThe

Hodnoty —3+4+/3f —4f2 s viak okrem hodnoét f,, =+—— vzdy zaporné,

tj. D je vzdy bud nezaporny, alebo nekladny.

f
02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

-4

5

obr.1V.3.7  graf funkcie:e= —3+4+/3f —4f>

5

V pripade f ,=+ 5 e €, :% a D = 0. Z toho sice vyplyva t = t,, ale to uz

bolo vysetrené v pripade i.
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Pre e=f =1 dostaneme D =1, ¢ize pre Ve, f € R hodnota diskriminantu D je

NG

vzdy nezdpornd, okrem f,=+—— a

5 X :% vzdy kladnd. Teda okrem

$pecidlneho pripadu parametra ( f,, =+——), t1 a t> pre Iubovolné stradnice e, f

bodu C existuju, st realne a rozne. Cize kuzelosecka x ma dva rézne nevlastné
body, teda je to bud’ hyperbola alebo dve r6znobezné priamky. Kuzel'osecka
nimi uréend musi byt reguldrnou, lebo Ziadne tri body z bodov A, B, C, T,
F nelezia na jednej priamke. Teda kuzel'osecka x je hyperbolou.

Zostdva nam dokazat, ze asymptoty hyperboly x” st navzdjom kolmé.

Dosadime do rovnice priamky CK vypocitané hodnoty parametra t resp. t2
a urc¢ime ich smerové vektory: [l +e f+ tlj resp. (l +e f+ tzj. St to vlastne
2 2
smerové vektory asymptot. Ich kolmost ukdzeme pomocou skalarného stcinu.
1 2
Skalarny sucin (5+ ej +(f +1,)(f +t,) po dosadeni hodnét parametra t a t»

(vztahy (*) a (**)) po zjednoduseni nadobudne nulovd hodnotu. Cize

asymptoty hyperboly x st na seba kolmé.

IV.4. KUZELOSECKY POMOCOU PROGRAMU EUKLIDES

Tematika kuZeloseciek sa vyucuje v 3. roéniku gymndzia v rdmci analytickej
geometrie a na vysokych s$koldch, univerzitdch. Hoci Studenti isté poznatky
o kuzeloseckach maji aj z inych oblasti matematiky, ich predstava je znacne
infikovana analytickym spdsobom videnia. Nasim hlavnym ciel'om je poukézat na
to, Ze mozeme Studentom predviest vo vyucovani tato teériu, ktord je pomerne
narocnd na predstavivost aj na jej syntetické ponimanie.

V dalgej ¢asti ukazeme spdsoby moznych konstrukcii pomocou geometrického
programu Euklides a ich vyhody oproti klasickym metédam. Predvedieme

interaktivne konstrukcie, ktoré boli narysované podla jednotlivych definicii.
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V ikonovej skupine kuzelosec¢iek si mozeme vybrat pre priame konstrukéné

postupy z tychto moznosti:

elipsa dana ohniskami a bodom krivky,

- elipsa dana ohniskami a sti¢tom sprievodicov,

- hyperbola dana ohniskami a bodom krivky,

- hyperbola dana ohniskami a rozdielom sprievodicov,

- parabola dand ohniskom a urc¢ujacou priamkou,

- kuZelosecka prechadzajtca piatimi danymi bodmi.
Dalej ako vizualny efekt mozeme pouzit aj ikonu (=), ktorou program vykresli
stopu. Teraz ukdZzme interaktivne konstrukcie, zostrojené pomocou tohto softvéru

podla jednotlivych definicii.

Rezy rotacéného kuzZela s rovinou:

e Rovina, ktord nie je vrcholova ani kolmad na os kuzela aktora zviera
srovinou povrchovej kruznice rotacnej kuzelovej plochy uhol mensi nez
povrchové priamky plochy, pretina rota¢na kuzelova plochu v elipse.

e Rovina, ktord nie je vrcholova a zviera srovinou povrchovej kruZznice
rotacnej kuzelovej plochy ten isty uhol nez povrchové priamky plochy,
pretina rota¢nu kuzel'ovua plochu v parabole.

e Rovina, ktord nie je vrcholova a zviera srovinou povrchovej kruZznice

.....

plochy s tou istou rovinou, pretina rota¢nt kuZzel'ovt plochu v hyperbole.

Konstrukcia

Situaciu si vlozime do kartezidnskeho stradnicového systému (x, y, z). V rovine
xy si zvolime jednu kruZnicu s pevnym polomerom so stredom v bode S=[0,0] a na
osi zbod V ako vrchol. Nimi je urc¢eny jeden rota¢ny dvojkuzel. Tento dvojkuzel
premietame na rovinu v rovnobeZnom premietani na rovinu tak, Ze os x fixujeme.
Cely kuzel vieme otacat podla tejto osi, o sme si zobrazili na pravej casti
konstrukcie ako vodorovnii prerusovant utsecku. Tomuto otdcaniu zodpoveda

jeden uhol (vyznaceny zelenym oblikom), ¢o vieme zmenit na lavej casti
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konstrukcie so zmenou smeru ¢ervenej tsecky medzi vektormi, ktoré symbolizuja
rovinu xz; ak tento uhol je nulovy, vidime priemet kuZel'a na rovinu xz. Zmena toho
uhla sposobuje, ze zakladnt kruznicu musime zobrazit do elipsy, ktorej hlavna os
zostane nezmenenou avsak vel'kost vedlajSej osi klesa zmenou (zmensovanim) toho
uhla. S tym viazane meni sa aj poloha zobrazeného vrcholu. Pomocou spominanej
Cervenej tsecky vieme zmenit aj vzdialenost vrcholu od roviny zakladnej kruznice
(jej dizka sa rovna skuto¢nej vzdialenosti vrcholu od roviny zakladnej kruznice).

Tym je vlastne kuZzel zobrazeny.

obr.1V.4.1

K reznej rovine sme potrebovali tri body. Z toho dve A a B sme si zvolili v rovine
xy zakladnej kruZznice, a treti, bod C v rovine xz. Ich skuto¢né umiestenie vzhladom
na stradnicové osi v jednotlivych rovindch sme simulovali na I'avej hornej ¢asti, kde
body A a B st dané v rovine symbolizovanymi vektormi x a y. Umiestnenie tychto
bodov vieme zmenit, pricom sa zobrazia ich perspektivne obrazy v ,skutoc¢nej”,
naklonenej rovine zdkladnej kruznice kuzel'a. Podobne je zvoleny aj bod C na l'avej
dolnej casti konstrukcie vzhladom na rovinu symbolizovand vektormi x az.
Analogicky sa zobrazi aj jeho perspektivny obraz. K tomu boli pouZité vlastnosti

rovnobezného premietania a osovej afinity.
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Pri hladani spolo¢nych bodov roviny ABC skuzelovou plochou sme vyuzili
okrem spomenutej afinity aj vlastnosti centrdlnej projekcie so stredom vo vrchole
V kuzel'a. Najjednoduchsie ur¢ime prienik v rovine xz, potom bolo potrebné zaviest
pomocné roviny, aby sme dostali d’alsie body prieniku: rovinu, ktora obsahuje
vrchol kuzel'a V a stred zakladnej kruznice S a ktoré je rovnobeznd s priamkou AB.
Pri d’alsej rovine sme zvolili takd, ktord nemodze splynat ani sjednym
zo spomenutych: ktora obsahuje vrchol kuzela V, neprechddzajiaci stredom
zékladnej kruZznice S, a ktora je rovnobeznd s priamkou AB. Takto sme dostali 6
bodov danej kuzel'osecky, z ktorého sme péat pouzili ku konstrukcii kuzel osecky.

Hotovou konstrukciou je mozno demonstrovat prienik kuzel'a s rovinou. Kuzel
(»vysku” resp. sklon perspektivy) zmenime ¢ervenou tseckou na hornej l'avej ¢asti
konstrukcie. Reznti rovinu zmenime bodmi A, B a C; body A a B v rovine zékladnej
roviny xy; bod C v rovine xz, ktoré st zobrazené tiez na l'avej ¢asti konstrukcie.

Na pravej casti konstrukcie zobrazuje sa prenik kuZzelovej plochy s rovinou v
rovnobeznom premietani. Samozrejme uskuto¢nené zmeny v zadani kuzela alebo

roviny sa objavia v priemete ihned'.

Ohniskovd definicia elipsy

Elipsa je mnoZinou vsetkych bodov v rovine, ktoré maja od dvoch rdéznych bodov

.....

obr.1V.4.2
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Konstrukcia: Zoberieme si na rovine dva body F; a F, (ohniskd) a tsecku d (stcet

sprievodicov), ktord je vdc¢sia neZ | F1F2|. Zostrojime priemet I'ubovolného bodu na
tsecku d, ¢o ndm tsecku rozdeli na dve casti r1 a r2 tak, aby r1 + 2 = d, a potom
kruznice ki1 (F1,r1) a k2 (F2,r2). Mnozina vsetkych priese¢nikov tychto kruznic je

elipsa. Mozeme to ukazat, ak zmenime pomer r1, 72.

Ohniskovd definicia hyperboly

Hyperbola je mnozinou vsetkych bodov v rovine, ktoré maji od dvoch réznych

obr.1V.4.3

Konstrukcia: Vyberieme si v rovine dva body Fi a F: a polpriamku, na ktorej je

vyznacenda usecka d, ktord je vdcsia nez |FiF:|. Zostrojime priemet I'ubovolného
bodu na tsecku, ¢ast polpriamky mimo tsecky d. Ten bod ndm urci tsecky r1 a r2
od koncovych bodov tsecky d tak, Ze bude platit: |71 - r2 | = d. Takto ako priese¢nik
kruznic ki (F1,71) a k2 (F2,r2) dostaneme bod danej hyperboly. Mnozina vsetkych
priesec¢nikov tychto kruznic je hfadana hyperbola. Mozeme to ukazat, ak zmenime

pomer ri, 12.
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Ohniskovd definicia paraboly

Parabola je mnozinou vsetkych bodov v rovine, ktoré maja od pevného bodu a
pevnej priamky, ktord tymto bodom neprechadza, rovnaké vzdialenosti (obr. IV. 4.

4).

obr.1V.4.4

Konstrukcia

Vyberieme si v rovine priamku d (urcujica priamka) a bod F (ohnisko) leziaci
mimo nej. Zostrojime kolmicu na priamku d v 'ubovolnom bode (K) priamky 4 a os
usecky FK. Ako priese¢nik osi a kolmice dostaneme bod paraboly. Ak zmenime
polohu bodu K dostaneme d’alsie body paraboly. Mnozina vsetkych priese¢nikov je

parabola.

KuzZelosecky ako mnoZiny stredov kruZnic

Je dany bod a kruznica, ktora fiou neprechadza. Stredy kruznic, ktoré sa danej
kruZnice dotykaji a prechddzaja danym bodom, tvoria kuzelosecku. Ak je dany
bod vnatornym bodom danej kruznici, tato kuzelosecka je elipsou (obr. IV. 4. 5 a).
Ak je vonkaj$im bodom, tak je hyperbolou (obr. IV. 4. 5 b). (Parabolu dostaneme ak

za polomer kruznice zvolime , nekone¢na” dlzku!)
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obr.IV.4.5 a,b

Konstrukcia: Zostrojime I'ubovolnt kruznicu k so stredom v bode S a od nej rozny
bod P neleZiaci sa na tejto kruznici. Hfadame tie stredy kruznic, ktoré prechadzaja
danym bodom P a dotykajt sa danej kruznice k. Zvolime si I'ubovolny bod M na
kruZnici a konstruujeme taka kruznicu, ktora sa bude dotykat kruznici k v tomto
bode M a prechddzat bodom P. Hladany stred tejto kruznice lezi na priamke
urcenej dotykovym bodom M a stredom S, ma ta ist vzdialenost od dotykového
bodu ako od bodu P (opm - os tsecky PM ). Ako prienik priamok SM a opm
dostaneme jeden bod krivky. Celt mnozinu tychto bodov dostaneme ako stopu

bodu pre I'ubovolny bod kruznice.

KuzZelosecky urcéené ako pomer vzdialenosti od ohniska a urcéujiicej priamky

Je dana urcujtca priamka d a ohnisko F. Numerickou excentricitou (€) sa oznacuje
pomer vzdialenosti bodu kuzel'ose¢ky X od ohniska a urcujticej priamky:

_IFX]

=
dX

(1)

MnoZina bodov urcend tymito tdajmi je: elipsou, ak & < 1; hyperbolou, ak ¢ >1 a

parabolou, ak ¢=1.
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obr.1V.4.6

Konstrukcia:

Zostrojili sme kruznicu so stredom F a polomerom r a rovnobezku s urcujacou
priamkou vo vzdialenosti [, aby pomer r : [ prislachal podmienke (1). Mnozina
priesecnikov kruZnice a rovnobeZzky pre kazda vyhovujacu hodnotu polomeru r

nam urcuje kuzel'osecku.

Projektiona definicia kuZelosecky (Steiner)

Nech A, B sa roézne body, m : Z(A) — Z(B) je projektivita (ktora nie je
perspektivita). Mnozina vsetkych bodov, ktoré inciduja stcasne s priamkou m
a s priamkou n(m) je (regularna) kuzelosecka. (Z(A) oznacujeme zvédzok priamok

prechadzajaci cez bod A.)

Konstrukcia 1

Podl'a definicie zvolime si zodpovedajtci zvdzok priamok Z(A) — Z(B). Priamky
zo zvdzku bodu A ozna¢ime ako a;, body zo zvazku B ako b;, tak s trojicou
zodpovedajucich priamok:

a1 — b1 (oranzové)

a2 — by (Z1té)
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as — bz (svetloZzlté)
je jednozna¢ne urcend projektivita Z(A) — Z(B). Projektivny obraz priamky
a (modrd) zo zvazku bodu Aje priamka b (Cervena) zo zvidzku bodu B, ktora
zostrojime s vyuzitim toho, ze priamky:
(11N b2).(a2N b1), (42N b3).(asNb2) a (aNb2).(a2N D)

sa prechddzajajednym bodom (bodka medzi zatvorkami znamena spojenie
prienikov - priamku; na obrazku st tieto priamky oznacené ako sivé
a prerusované). Priamka a vSak je I'ubovolnou priamkou zo zviazku Z(A), vieme ju
zmenit, ba aj animovat. Podl'a definicie priamky a a b je projektivne zodpovedajtca
dvojica priamok, a ich priese¢nik opise kuzel'osecku, ktora - ako to mdZeme ukazat

- prechddza bodmi A a Babodmia;Nb;(i =1, 2, 3).

obr.1V.4.7

Konstrukcia 2:

Vhodnt projektivnost sme dostali zlozenim dvoch perspektivnych korelacii 1 a

w2 (n = w2 * n'2). Transformécie n'1 : Z(A) —» Z(0) a n'2 : Z(O) —» Z(B) sa
perspektivnostami (perspektivnymi koreldciami) dané osami o0ao resp. 00s.

KTubovolnej priamke ma zo zvdazku bodu A je priradend (jednoznacne!) priamka
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mp zo zvdzku bodu B . Ich priese¢nikom je bod M . MnoZina vSetkych bodov M je

hl'adana kuzel osecka.

obr.1V. 4.8

66



V. OVEROVANIE VYUCOVANIA POMOCOU
GEOMETRICKYCH SOFTVEROV (VYSKUM)

,Ulohou ucitela je skor vytvirat podmienky na
pozndvanie, neZ vykladat hotové znalosti... Najvhodnejsim
sposobom, ako nieco rijchle naucit, vsak znamend robif urcitu
skutocnii pricu s niekym, kto md uZ potrebné znalosti a

skiisenosti... Preto uzndvam obe cesty, konStruktivnu i
instruktivnu. Spravne je udrZovat medzi tymito smermi
rovnovdhu.”

Seymour Papert: The Connected Family, 1996

Na zédklade teoretickych poznamok bol uskuto¢neny vyskum v oblasti
vyucovania pomocou geometrickych softvérov. V tejto ¢innosti boli podrobnejsie
overované interaktivne geometrické programy (Cabri Geometria II. a Euklides).
Metodolégia vyskumu bola vypracovana a realizovana podla literatiry z tedrie

pedagogického vyskumu ( [7], [16], [23], [24] a [25]).

V. 1. STRUCNA CHARAKTERISTIKA VYCHODISKOVYCH PODMIENOK

V nasledujtcich podkapitolach je opisana podrobna dokumentdcia dvoch
vyskumnych projektov. Obidva boli zamerané na pouzitie geometrickych
softvérov vo vyucovani geometrie suz$im zameranim na konstrukéna oblast
geometrie. Li$ia sa len v metéde vyskumu, v trovni 8kél (ZS - SS) a v pouzivanom
softvére (Cabri - Euklides).

Vzhladom na to, Ze sa v obidvoch projektoch ztcastnil pomerne maly pocet
7iakov, namiesto &tatistického spracovania uprednostiiuje skor hibkova
(kvalitativnu) analyzu jednotlivych vyuéovacich hodin so zhrnutim a komentarom
pozorovanych skasenosti.

Hlavnymi dévodmi uz spominanej malej vzorky boli:

1) fakt, Ze osobnost ucitela ma velmi silny vplyv na Ziakov a na efektivitu

vyucovacieho procesu [10],
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2) organizaény charakter realizacie projektu (hardvérové a softvérové

vybavenie).

V. 2. PROBLEMATIKA

Ako to uz bolo opisané v prechddzajicich kapitolach, ide o pomerne novu
problematiku, ¢o je vlastne zapric¢inené vyvojom pocitacovej grafiky. Teoreticka cast
problematiky bol sumarizovany v prvej casti tejto praci.

Literatara k tejto problematike eSte nema renomovany odborny casopis, viac-
menej sa nachddza na Internete. Na Slovensku sa touto problematikou aktivne
zaobera len malé skupina odbornikov.

Poc¢ita¢om podporované vyucovanie matematiky sa dostalo do priameho
vyucovacieho procesu len na malo miestach. Dovodom toho je, Ze na viacerych
miestach nepoznaja tieto mozZnosti, alebo nemaja zabezpecené potrebné
podmienky. Dalgie argumentmi su, Ze v tejto oblasti u nas vyslo len pomerne malo
hodnotnych publikécii a neexistujt ani vhodné metodické priruc¢ky. Poznamename
vsak, Ze vrieSeni tejto problematiky uspesSne pracuje organizacia Infovek
(zabezpecenie informatizacie skolstva v SR) a Metodické centrum mesta Bratislava

(kurzy pre ucitel'ov).

V. 3. CIELE VYSKUMU

V nasledujtcich bodoch uvedieme v8eobecné ciele oboch vyskumnych projektov
(8pecidlne ciele jednotlivych projektov spresnime pri ich hlbSom opise):
e Skumat vztah Ziakov ZS a SS k vyucovaniu pomocou poditaca (aké st
reakcie ziakov napr. na interaktivnost geometrickych konstrukcif) .
e Zbierat skusenosti zvyucovania realizovaného pomocou uvedenych
softvérov (tazkosti ovladania programov, ¢o je a o nie je pre nich oproti
nasim ocakavaniam problém, do akej miery st schopni svoje myslienky

technicky zrealizovat ...).
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e VyskuSanie alternativnych vyucovacich metéd ako napr. problémové
vyucovanie alebo skupinova praca.
e Na zaklade ziskanych sktsenosti metodicky prepracovat vhodne vybraté
tematické celky vo forme metodickej prirucky.
e Opverit pouzitelnost uvedenych programov a pracovného materialu priamo
vo vyucovacom procese.
e Zhrnat sktsenosti, upozornit na problémové situacie.
Ako je to vidno z naértnutych cielov, zmyslou prace nebude len skonstatovanie
dosiahnutych vysledkov a sktsenosti, ale aj priamy produkt: pracovny materidl,
ktory je vsulade sucebnymi Standardami matematiky a teda je priamo

: 4 Z ) z .
aplikovatelny vo vyucovani geometrie.

V. 4. VYCHODISKOVE HYPOTEZY

Na zaklade teoretickych tdvah o vyucovani pomocou interaktivnych
geometrickych softvérov predpokladame, Ze pocitacom podporované vyucovanie:
e Pozitivne motivuje Ziakov.
e Pomadha ziakom vo vyvoji geometrického myslenia, lebo lepsie pochopia
suvislosti medzi geometrickymi poznatkami.

e Privedie Ziakov k samostatnej praci a experimentovaniu v geometrii.

V. 5. VYSKUMNE METODY

Boli realizované dva vyskumné projekty. V obidvoch projektoch bola pouzita
experimentdlna metéda zamerand na meranie efektivnosti pocitac¢om
podporovaného vyucdovania:

o Prvy projekt bol zamerany na ucivo geometrie zakladnej skoly a pri praci
bol pouzivany geometricky softvér Cabri Geometria II. K tomuto vyskumu
sme vybrali metédu, ktord je najblizsie k pozorovaniu, avsak objavili sa v nej

aj prvky experimentovania.
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Druhy projekt bol zamerany na ucivo strednych $kol/gymnazii a pozivali

sme geometricky softvér Euklides. V tomto vyskume sme pouZili experiment

s predtestom a posttestom.

Obidva vyskumné projekty boli naplanované na jeseti 2002. Pred realizaciou vsak

bol uskuto¢neny predvyskum na jar roku 2002. Organiza¢na forma tohto vyskumu

bola v podobe poobedniajsieho pocitacového kriazku matematiky. Zucastnila sa ho

malé vyberova skupina (~15) Ziakov zo zdkladnej skoly na Vajanského ulici v Nitre.

Skupinu tvorili dobrovol'ne prihlaseni ziaci z r6znych tried (6 az 9). Stretnutia sa

uskutocnili kazdy druhy tyzden od marca do konca médja. V praci sme pouzivali

geometricky softvér Cabri Geometria II. Za metédu vyskumu sme vybrali

nestruktarované pozorovanie [7].

Hlavnymi ciel'mi pozorovania boli:

Do akej mieri st ziaci schopni ovladat vybrany softvér.

Nakol'ko st Ziaci otvoreni vzhladom na ponimanie konstrukcie ako nie¢oho
zmenitel'ného, interaktivneho.

Ako sa schopni pochopit ucivo geometrie a previest ho do interaktivnej

podoby.

Zakladné sktisenosti pouzitia geometrického softvéru a vynos predvyskumného

pozorovania mozeme zhrnat v nasledujtcich bodoch:

1)

2)

Samotné ovladanie programu pre ziakov nerobil problém, po instruktdzi
ucitel'a, resp. po ukédzke boli schopni realizovat jednotlivé zadavané pokyny.
Podstatu interaktivnosti konstrukcie ziaci pochopili, tvorba zmenitelnych
obrazkov sa im pacila, avSak nedostatky uvedomenia hlbsich stvislosti
(napr. univerzalnost: ak chceme zostrojit priamku kolmud na dant priamku,
tak to musi byt vzdy kolmica na kazda polohu danej priamky) sa prejavili aj
po niekol'kych hodinéach.

Pri prevedeni myslienok savisiacich s rieSenim tlohy do prostredia daného

softvéru sme zistili tazkosti. Na rieSenie geometrickych dloh (matematickych
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problémov) existuje vSeobecny model [19], podla ktorého moézeme tento
proces rozdelit na 4 etapy: rozbor, tvorba planu (ndpad), realizacia planu
a diskusia riegenia. Problém nastal medzi druhou a tretou etapou, ked’ Ziaci
uz mali ndpad ako tlohu riesit, ale nevedeli svoju myslienku prekonvertovat
do ,metaprostredia” programu, a preto nevedeli ani realizovat pldn a dostat
rieSenie, hoci navrhnuty plan bol spravny. Zdoéraznili by sme, Ze problém
nespocival v nedostatkoch ovlddania programu. Ciastoéne to mohlo byt
sposobené nedostatkami alebo deforméaciou geometrickych poznatkov, ale
predpokladame, Zze hlavnym doévodom bola chybajica kreativita
a predstavivost! Nasim ciel'om v tejto oblasti v nasledujtcich projektoch bolo
prekonat tieto tazkosti s dostatoénym poctom rieSeni vhodnych tdloh.

Pocas pozorovania sme Uplne neocakavane zistili velmi dolezity typicky
zdroj chyb, na ktory by sme chceli upozornit pouzivatela. Nasim cielom pri
pouzivani pocitaca je tvorba univerzalnych konstrukcii, pomocou ktorych
vieme ukazat vSeobecnt platnost vety alebo vysetrit pocet rieSeni. Problém
nastava a spociva vo zvyklostiach pri ponimani ,klasickej” (papier, pravitko
a kruzidlo) a ,interaktivnej” (geometricky softvér) geometrie/konstrukcie.
Objasnime to na priklade: pri klasickych konstrukcidch, ak chceme zostrojit
priamku, ktord prechadza dvoma bodmi, tak prilozime k tymto bodom
pravitko a nakreslime ¢iaru. To isté s geometrickym softvérom spravime tak,
ze po vybrati moznosti ,priamka” klikneme najprv na prvy bod, potom na
druhy. Ak zmenime polohu tychto bodov, tak sa so zmenou polohu bodu
zmeni aj poloha nakreslenej priamky. S pouzitou Cabri Geometriou II sa vsak
da zostrojit priamka aj tak, Ze klikneme na prvy bod a s druhym kliknutim
zaddme smer priamky. V tomto pripade sa moze stat, ze priamka vizualne
prechddza druhym bodom, ale v skuto¢nosti tomu tak nie je. Zistime to
zmenou polohy jedného urcujaceho bodu. KedZze kazda konstrukcia je
retazec krokov, sta¢i ndm urobit takato chybu len vjednom kroku
a dosledkom toho cela konstrukcia (aspoml v interaktivhom ponimani) je
pokazena. Ked sa nad touto problematikou zamyslime hlbsie, zistime, Ze

korent najdeme v chapani geometrickych konstrukcii - predstavujeme si ich
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ako postupné kreslenie rovnych ¢iar a kruznic, alebo ako logicky retazec

spojenia abstraktnych geometrickych pojmov a savislosti?

Sktsenosti a vysledky pozorovania sme zohladnili aj pri tvorbe pracovného

materidlu a pri realizacii nasledujtcich vyskumnych projektov.

V.6. POPIS PRACOVNEHO MATERIALU S NAZVOM:

Pouzitie programu Cabri vo vyucovani geometrie na zakladnych skolach

Tento material je produktom nasej vyskumnej a experimentatorskej ¢innosti a je
priamo aplikovatelny vo vyufovacom procese. Obsahuje metodicky spracovanu
zbierku tdloh a ukazok z konstrukénej Casti uciva geometrie na ZS v prostredi
softvéru Cabri Geometria II.

Materiél sa sklada z dvoch casti: z tlacenej prirucky pre ucitelov a z prilozeného
multimedidneho CD nosi¢a. Materidl bol vypracovany vramci rieSenia
medzindrodného projektu Matcomp (Applications of Information and
Communication Technology in Teaching and Learning Mathematics)
v spoluautorstve: Peter Csiba, Dusan Vallo, Soma Ceretkova v roku 2002. Bol
prezentovany ucitel om matematiky zo zakladnych §kol okolia Nitry v auguste 2002
na workshope v rdmci uvedeného projektu.

Material obsahuje okrem instruktaznych pokynov (ovlddanie programu,
nastavenia slovenského jazyka a $pecidlneho prostredia v Cabri) sadu uloh
a ukdzkovych prikladov s obrdzkami a podrobnymi ndvodmi na rieSenie resp. s
komentarmi. Tlacend verzia mé& 79 stran a obsahuje 77 prikladov v siedmich
tematickych okruhoch.

Organickou castou materidlu je prilozeny CD nosi¢, lebo obsahuje vsSetky
priklady, ktoré st opisané v prirucke. Samotné prirucka je prakticky nepouzitelna
bez prikladov zadanych v programe Cabri. U¢itel, resp. pouzivatel moze z CD-¢ka
zadania tychto prikladov (aj vzorové rieSenia) prekopirovat alebo pomocou
samorozbal'ovacieho archivu nainstalovat do pocitaca. Zadania prikladov sa

nachddza v standardnych Cabri saboroch (*.fig).
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OpiSeme stru¢ne vseobecnt Struktaru tychto zadani a objasnime ich na
konkrétnom pripade. Vybrali sme si na to prva tlohu tretej kapitoly, ktord sa
zaoberd s trojuholnikmi. Ak otvorime prislusny stbor, objavi sa ndm takéto

okienko:

## Cabri-geometria Il - [C:\matcompiM atematika\Cabri Geometria\Priklady\3 Trojuholniky\1 pr.fig]
% Subory  Editwj  Mastavenia  Oknd  Napoved =88] x|

N A M e] == Az

Zostrojte trojuhelnik ABC so stranami dizky a, b, c.

Cevenymi bodmi méZete zmenit
diZku jednotivych Gisediek.

il : N _'Iﬂ

obr.V.6.1

V zltom textovom policku s c¢ervenym pismom sa nachddza textové zadanie

tlohy, v nasom pripade je to: Zostrojte trojuholnik ABC so stranami dizky a, b, c.

Vedla toho najdeme aj geometrické zadanie tlohy, ¢o je reprezentované s troma

interaktivne zmenitel'nymi tseckami, ktoré st pomenované ako 4, b a c.
Na moznost zmeny dlzok jednotlivych tseciek upozoriiuje pouzivatela v

modrom textovom policku instruktdZny pokyn: éewenymi bodmi moézete zmenit

dizku jednotlivych tseciek.
Cela zbierka je zostavena vtomto ponimani a spodobnou filozofiou

(samozrejme, v ukazkovych prikladoch najdeme len prislusné instruktadZzne

pokyny).
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Vyucujaci ndjde ndvod na rieSenie daného prikladu v priruc¢ke alebo na CD
nosi¢i. CD obsahuje okrem textu tlacenej verzie (v formatoch .doc a.pdf), aj
elektronicky prepracovant formu prirucky, ktord sa da internetovymi prehliada¢mi
(napr. Internet Explorer®) otvorit a pouzivat pomocou hyperlinkovych odkazov.
Na jednotlivych strdnkach tejto verzie sa nachddzaji okrem zadania ulohy
a obrazku aj dve odkazy: sjednym otvorime prislusny Cabri stibor so zadanim,
s druhym sdbor so vzorovym rieSenim. (Priamo vo vyucovani véak neodportcame

pouZzivat tato verziu, lebo Ziaci by mohli zneuZit napisany nédvod.)

3 3 kapitola - Microsoft Internet Explorer

JAQdTESS C:imatcomphMatematik a\Cabi Geometria\Pagesh3k apitola. htmn

j File Edit View Favorites »|J R M| f;§|@ B

O Cabri _. i Pracowny material _ _. i Priklady _Kq.nt-ukt

1) Zostrojte trojuholnik ABC so stranami dizky a, b, c. Ei
1. Kolmica, uhol

2. Geometrické \Cah\PriklachAS TrafufioinikiAl priig

miesto bodov

3. Trojuholniky e T s
1.priklad [DEEEEEEEE N E]
2.priklad

3.priklad a 5

4 priklad "

0. priklad

B.priklad £

Z.priklad

kel P

10. priklad

4. Konstrukcia
trojuholnikov
5. Stvoruholniky

6. Narofnejsie Wi
kon&trukcie A
Stvoruhoinikoy

3
3

ol

Zostrajte trojuhoinik ABC se stranami didky 2. b, <

7. Zobrazenia

] spat

3| - a ;Ij

Uameatel e

MNavod nariesenie

Na pracovne] ploche zostrojime fubovolnd polpriambu s podiatkom v hode A, dalel skondtruuisme kruZnicu so
.'ifn:.ln’mm v inmin hode a anlnmearm o ek oranik ja hod B Usadka AR ma dFk e Zosialime kadnicy sn .qfrr:.lrfml'n_lll
4 »

=] [ [ = My Computer

obr.V. 6.2

Kuvedenému prikladu prislacha v prirucke takyto navod (uvedieme kvoli
aplnosti prikladu):

Na pracovnej ploche zostrojime I'ubovol'nt polpriamku s pociatkom v bode A,

d'alej skonstruujeme kruznicu so stredom v tomto bode s polomerom c. Ich prienik

je bod B. Usetka AB ma dizku c. Zostrojime kruZnicu so stredom v bode A a
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s polomerom b a kruznicu so stredom vbode B as polomerom a. Prienik
poslednych dvoch kruznic je vrchol C. Vyznaéime hranicu trojuholnika ABC.
(moznosti: Usecka”, ,Trojuholnik”, ,Mnohouholnik”)

Zhodné trojuholniky povazujeme za jedno rieSenie.

Zmenou dlzok tseciek a, b, c menime tvar trojuholnika.

Pracovna cast materidlu, tj. zbierka prikladov je ¢lenend podla tematickych
okruhov do siedmich kapitol.

Prva a druhé kapitola (Kolmica, uhol a Geometrické miesto bodov) sa zaobera
zédkladnymi  (euklidovskymi) konStrukciami, so zavedenim a pouZitim
geometrickych miest bodov.

Tretia kapitola (Trojuholniky) je venovand vlastnostiam trojuholnika, ako napr.
skonstruovatelnost, vyznamné prvky trojuholnika, stacet vnutornych uhlov
a zostrojenie trojuholnika, ak st dané jeho strany, resp. vnatorné uhly.

Stvrtd kapitola (Konstrukcia trojuholnikov) je venovana konstrukciam
trojuholnika pomocou geometrického miesta bodov (zostrojenie trojuholnika, ak
sd dané jeho strany, vysky na dané strany, taznice, resp. vnatorné uhly).

Piata kapitola (Stvoruholniky) sa zaobera zostrojenim $pecidlnych
stvoruholnikov ($tvorec, obdiznik, kosostvorec, kosodiinik) na zéaklade vlastnosti
tychto Gtvarov. Vnaslednej Siestej kapitole (Naroc¢nejsie konsStrukcie
stvoruholnikov) uvadzame konstrukciu rovnobeznikov a lichobeznikov s pouzitim
hlbsich stivislosti (napr. zo zadanych stran a vysok).

Siedma kapitola obsahuje kratky tavod do geometrickych transformaécii na trovni
7S, t.j. zaoberd sa s osovou a stredovou siumernostou.

V nasledujtcich dvoch kapitolach sa zaoberdme s podrobnou dokumentaciou

vyskumnych projektov.
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V1. VYSKUMNY PROJEKT 1

(EUKLIDOVSKE KONSTRUKCIE POMOCOU SOFTVERU CABRI NA UROVNI
ZS)

Projekt bol zamerany na skimanie zdkladnych euklidovskych konstrukcii na
pocita¢i pomocou geometrického softvéru Cabri Geometria II. Pod pojmom
euklidovské konstrukcie rozumieme konsStrukcie, ktoré mozeme zostrojit len
pomocou kruzidla a lineéru.

Podla platnych u¢ebnych osnov a standardov sa Ziaci s geometriou stretnd uz na
prvom stupni zékladnej $koly. Ziaci piateho ro¢nika prebert (preopakuju) zédkladné
pojmy geometrie od abstrahovaného pojmu bodu a priamky az k préci s uhlami. Pri
hladani polovice uhla (konstrukéne) eSte ani nevedia, zZe pouzivaju geometrické
miesto bodov; v 8. ro¢niku, pri preberani uc¢iva nazvaného ako geometrické miesto
bodov, ktoré sa zda vacsine Ziakov uz ako abstraktné, tazké a nepredstavitelné, si
uz ani nespomend, ze osi uhla si uz raz konstruovali ako polovicu uhla.

KrieSeniu vyskumného projektu sme pouzili prva adruha kapitolu uz
spominaného pracovného materidlu s ndzvom: ,Pouzitie programu Cabri vo
vyucovani geometrie na zakladnych Skolach (oblast konstrukénych aloh)”. Tieto
kapitoly (Kolmica, uhol a Geometrické miesto bodov) maji vynimoc¢né postavenie
v tejto materiali, nakol'ko v sebe zahfnaja cisto euklidovské konstrukcie, ktorych
zvladnutie rozvija poznatkovt $truktiru v oblasti geometrie. K tymto kapitolam je
odporuacané pouzit Specidlne prostredie programu, v ktorom ma pouzivatel pristup
len k zadkladnym konstrukénym moznostiam. Program Cabri umoznuje vytvorit
pouzivatel'ovi (ucitelovi) vlastné prostredie, v ktorom je zmeneny panel néastrojov:
isté ikony st odstrdnené, druhé premiestnené, ale mézeme do programu aj dodat
nové (napr.: pripravené makrokonstrukcie). Takto vytvorené Specidlne prostredie
mozeme ulozit do suboru (dostane priponu .men); otvorenim tohto siboru sa ndm

otvori program Cabri s nastavenym panelom nastrojov.
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Pouzivali sme $pecidlne prostredie programu, v ktorom pouzivatel (ziak) méa
pristup len k zdkladnym konstrukénym moZnostiam: Bod (I'ubovolny, na ttvare a
priese¢nik), priamka, polpriamka, tsecka, kruznica akruznica s danym
polomerom. Dal$ie moZnosti, ako napriklad formatovanie atribGtov, meranie
apod., povodného prostredia zostant viac-menej nezmenené, resp. ku
konstrukciam tychto kapitol st postacujuce vyssie uvedené konstrukéné moznosti
a s nimi uskutocnené konstrukcie st v plnej miere euklidovské. Pomocou pouzitia
tychto zakladnych (euklidovskych) konstrukcii, ako to vyplyva ztedrie, sme

schopni vybudovat cely potrebny aparat geometrickych konstrukcii.

Ako sa wukédzalo aj pocas predvyskumu zostrojenie kolmice pomocou
euklidovskych zdkladnych krokov (v Specidlnom prostredi Cabri.men) bola vel'mi
tazka tloha nielen pre ziakov zakladnej skoly, ale aj pre posluchdcov 4. ro¢nika
ucitel'skych aprobacii s matematikou. Dovodom toho je pravdepodobne to, ze zatial
sa s takymi problémami nestretli; na zostrojenie kolmice pouzivali trojuholnikové
pravitko ,s ryskou”. Velmi nepriaznivy obraz dostaneme o stcasnom stave
geometrickej predstavivosti a drovni abstrakcie u ziakov cca 14 ro¢nych, ked
nevedia pomocou kruzidla (kruZnica - uz ako geometrické miesto bodov je
obsahom uc¢iva 8. ro¢nika ZS) zostrojit ani kolmicu k danej priamke prechadzajtcu
danym bodom. Spomenuté kapitoly pracovného materidlu sltzia, alebo mozu slazit
na ,lieCenie” horeuvedeného handicapu.

Myslime si, Ze doékladné porozumenie elementarnym euklidovskym

konstrukcidm znac¢ne kladne ovplyvni pojmotvorny proces geometrie.

Hlavné ciele vyskumu boli: skimat vztah ziakov k vyucovaniu pomocou
pocitaca s dorazom na problematiku elementarnych euklidovskych konstrukcii,
vyskasat aplikovatelnost navrhnutej metédy a pracovného materidlu; zbierat
sktsenosti z vyucovania pomocou uvedeného softvéru (aké su reakcie Ziakov
vzhl'adom na interaktivnost geometrickych konstrukcii, aké problémy nastavajt pri
ovladani programu, kde sa vyskytli oproti nasim o¢akavaniam tazkosti a do akej

miery sd Studenti schopni svoje myslienky prakticky zrealizovat).
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Termin konania: 9.9. - 21. 10. 2002

Miesto konania: pocitacova miestnost Katedry matematiky FPV, UKF v Nitre.

Ucastnici: ziaci 4. ro¢nika (trieda 4. c) osemro¢ného gymnazia na
Golianovej ulici v Nitre

Sposob realizacie:v ramci poobedniajSieho nepovinného krazku

Metdda vyskumu: pozorovanie (s prvkami experimentu) [7]

Oblasti uciva: elementarne konstrukcie a geometrické miesta bodov (mnoZziny

bodov danej vlastnosti), pohyb

K pozorovaniu bolo venovanych 6 stretnuti po cca 75 - 90 mintat za tyzden
v ramci zdujmového krazku. Vyber studentov prebiehal na zdklade dobrovolnosti.

.....

pocitaca.

1. STRETNUTIE

Na tvodnej hodine sme sa zaoberali ovlddanim programu. Vyskuasali sme skoro
vsetky ovladacie, konstruk¢né, pomocné prvky a formatovacie moznosti programu.

Ukazali sme vSeobecné principy zadavania zdkladnych geometrickych objektov:
body, priamky, tsecky, kruznice; ,pomocné” konstrukéné moznosti, pomocou
ktorych sme schopni zostrojovat napriklad kolmicu, rovnobezku a kruZnicu
s polomerom. Ukazali a vyskus$ali sme, ako vieme vymazat jeden objekt alebo viac
objektov naraz. Kvoli prehl'adnosti konstrukcie je vel'mi uZito¢né aj moznost skrytia
objektov. Vyjasnili sme rozdiel medzi zmazanim (vyznacime objekt a v podmenu
Edituj vyberieme poloZku Zmaz, alebo stla¢ime klaves Del) a skrytim (v poslednom
stipci ikon vyberieme moznost Skry/UkaZ a vyznacime objekt). Vymazany objekt
ndm totiz zmizne natrvalo spolu so vSetkymi ostatnymi prvkami konstrukcie, ktoré
s nim boli v stivislosti (ak vymazeme stred kruznice, zmizne aj kruznica, zmizn1 aj
jej priesecniky, resp. body zvolené na kruZznici a vSetky tie konstrukcie, ktoré boli
definované pomocou vymazanej kruznice). U skrytych objektov k tomu vobec
neddjde, jednoducho vybrany objekt (len) nebude viditelny. S objektmi, ktoré boli

viazané so skrytym objektom, moéZzeme pracovat dalej bez problémov. V tejto
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suvislosti sme povedali, ako mo6zeme posledne uskutocneny krok vratit spat (v
podmenu Edituj polozka Vrat), a u skrytych objektov ich spéat zviditeInit (slazi na
to ta ista ikona).

Cabri Geometria dovoluje pouzivatel'ovi v niektorych pripadoch zadavat tie isté
objekty roznymi spésobmi. Napriklad priamku moézeme zadat ako priamku, ktora
prechddza dvoma uZz danymi bodmi, alebo zadame urcujici bod, ktorym ma
priamka prechddzat as druhym kliknutim na plochu uré¢ime smer priamky. Ak
dané objekty zadame roéznymi spdsobmi, tak aj manipuldcia s nimi bude rozna.
Konkrétne: v prvom pripade, ked priamka je zadana dvoma bodmi, kliknutim na
priamku ju mdZeme premiestiiovat na ploche tak, Ze priamka v zmenenej polohe
bude rovnobeznou s pdvodnym smerom. Smer priamky mozeme zmenit, ak
vyberieme (ikona Ukazovatel) a premiestnime ich urcujice body. V druhom
pripade prédve naopak, svybratim priamky sme schopni zmenit jej smer
a s vybratim urc¢ujaceho bodu ju presivame rovnobeZzne s pévodnym umiestnenim.
Podobna situécia nastane aj pri kruznici, ku ktorej v obidvoch pripadoch ako prvé
musime zadat’ stred kruZnice, potom ,tahdme” kurzor (polomer) dalej. S druhym
kliknutim kruznicu fixujeme. Ak sme v druhom kroku vybrali uz existujtci bod,
polomer kruZnice méZeme menit len premiestriovanim tohto bodu a manipulaciou
kruznice pomocou mysky premiestiiujeme celt kruznicu (aj so stredom). Ak
v zaddvani kruznice v druhom kroku klikneme na I'ubovolné miesto, objavi sa opat
kruznica, avsak manipulacia stiou bude odlisna od prechadzajtacej. Vyznacenim
kruznice vieme zmenit polomer kruZnice as premiestnenim stredu zmenime
polohu, pricom polomer zostava nezmeneny. Takéto dualne zadé4vacie elementy sa
nachadzaja este aj pri polpriamkach. V ostatnych pripadoch je zadanie atvarov
z manipula¢ného hladiska jednoznacné. Vyssie opisané vlastnosti - dualita
ovladania - sa potrebné k efektivnej a pInohodnotnej préci s programom. Preto sme
sa s nim zoberali aj prakticky: vyskasali sme ich vsetky.

Z metologického hladiska taziskom stretnutia bolo zavedenie a ilustracia pojmu
interaktivnost. Ziaci totiz hned na zac¢iatku pochopili, Ze pomocou programu vieme
zmenit uz nakreslené obrazky. Pre nds, z pohladu geometrie s vSak ovela

dolezitejsie pravidla, podla ktorych sa menia tvary zostrojenych objektov.
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Kinteraktivnej konstrukcii je potrebné dopredu pripravit logicky retazec
konstrukcie a dodrzat viazanost jednotlivych po sebe iduacich krokov. V tomto
spociva totiz velky rozdiel oproti klasickym metédam. Ak chceme napr. cez
niektory bod viest priamku, musime na bod ,presne” kliknut (presnost teraz
chdpeme v takom zmysle, Ze program ma zobrazit text: tymto bodom, alebo pod.;
v programe sa citlivost takéhoto charakteru da zmenit). Ak zostrojime takua
priamku, ktora len vizudlne prechddza danym bodom (pri klasickych metédach
sme na to zvyknuti), stratime interaktivitu konstrukcie.

Hoci sme sa dost podrobne zaoberali aj stouto problematikou, chyby
v interaktivnosti sa prejavili eSte aj po niekol'kych stretnutiach.

Domnievame sa, Ze sa nachddza suvislost aj medzi estetickym citenim jedinca
ajeho geometrickou predstavivostou. Pomocou programu sme schopni zmenit
atribaity objektov: oznacenie bodu (kruh rdézneho polomeru, krazok, krizik); farba,
hrabka astyl ¢iar (15 farieb, 3 hrabky, plnd adva styly bodkovanych C¢iar);
vyfarbenie uzavretych objektov (trojuholnik, n-uholnik, kruznica). Vhodnou
zmenou atribtitov sa moze stat zostrojeny obrazok ovela prehl'adnejsi. Pocas tohto
stretnutia sme ukazali aj to, ako vieme tieto atribtaty zmenit.

Kvoli zdujmu Zziakov sme ukézali aj zdklad analytickej casti programu -
sdradnicovt ststavu, o ktora ziaci prejavili zaujem.

Ostatnym moZnostiam programu sme nemohli venovat priestor z doévodu
¢asového ohranicenia stretnutia. Istymi mozZnostami programu sme sa zaoberali
eSte pocas kurzu, ale zaviedli a ukazali sme ich priamo v tej chvili, ked” sa ich
pouzitie stal nevyhnutnym. Doévodom bol aj fakt, Ze sme nechceli na zaciatku
ziakov ,utopit” v zbytotnom mnozstve informdcii. Niektoré dalsie moznosti
programu pocas kurzu sme vobec nepouzili, nakolko ich ndpli nestvisela

s nac¢rtnutymi problematikami.

2. STRETNUTIE
Uz sme sa zaoberali svytyéenymi cielmi pozorovania, s elementarnymi
euklidovskymi konstrukciami. V prvom rade bolo potrebné vysvetlit ziakom, ¢o

budeme robit, aka je vlastne problematika a ako ju budeme riesit. Od tejto hodiny
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sme pouzivali $pecidlne nastavené prostredie programu, ktory obsahoval len nutné
zékladné konstrukéné moznosti (vid' tvod tejto kapitoly). Ziaci si museli na tieto
zmeny zvyknuat. Pouzivané prostredie obsahuje len tri konstrukéné ponuky ikoén,
v prvej sa nachadzali len body (I'ubovolny bod, bod na utvare a priesecnik), v
druhej linedrne elementy (priamka, polpriamka a tusecka) av tretej kruznice
(kruznica a kruznica s polomerom).

Po prezreti umiestnenia ikon sme sa spustili do prace. Postupovali sme podla
prichystanej zbierky, s 1. prikladom prvej kapitoly (stibory so zadanim boli
umiestnené na pocitacoch):

Zostrojte I'ubovolnt kolmicu na priamku AB !

Geometrické zadanie obsahovalo len jednu priamku, ktora bola zadana bodmi A, B.
To znamend, ze zmenou polohy niektorého z tychto bodov sme schopni zmenit
polohu samotnej priamky.

Chceli sme zostrojit 'ubovolna kolmicu na tato priamku tak, aby kolmica zostala
kolmicou aj po zmene polohy bodov A, B. Taktato konstrukciu sme nazvali
interaktivnou (univerzalnou) konstrukciou. U Ziakov sa na ttato vlastnost (sice len
o nie¢o neskor) objavil ich vlastny termin flexibilnost, ktory (aspoti podl'a nas) hoci
uplne nepokryje cely obsah pojmu, ale svedéi otom, ze Ziaci presne pochopili
viazanost medzi pouzitymi elementmi.

Uloha sa zdala vel'mi jednoduch4, ale ako sa ukazalo, nebolo tomu tak. Nasim
cielom nebolo vysvetlit a ukazat riesenie hned na zaciatku, ale len usmernit;
povedat len to, ¢o musi platit; alebo ukézat (s interaktivhou zmenou), preco ich
konstrukcia nie je spravna. Ziaci pracovali bud samostatne alebo v mensich
skupinach. Komunikovali medzi sebou. Pocas prace ziakov sa vyskytli dva dost
vazne problémy: s interaktivitou a s konstruovanim.

Prvy problém - interaktivita - spocival v tom, Ze hl'adand priamka (kolmica):

a.) musi vzdy existovat (pri predpoklade, Ze body A a B st rozne),
b.) musi byt vzdy kolmou na priamku AB.

Na papieri je pri klasickych metédach postacujtce zostrojit dve kruZznice, ktoré

maja stred na danej priamke AB amaju dva priese¢niky. Tieto priese¢niky

jednoznacne urc¢uju jednu priamku, ktord je na dana priamku kolma. Odlisnost pri
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pocita¢om podporovanej geometrii je to, Ze musime zarucit, aby vzdy existovali
dva rozne priese¢niky takychto dvoch kruznic. To mdzeme zabezpecit roznymi
sposobmi a asi najjednoduchsi je nasledujtci:
Zostrojime najprv kruznicu so stredom v bode A, ktora prechadza bodom B a
analogicky zostrojime aj kruznicu so stredom v bode B, prechadzajicu bodom A.
Vyznaé¢ime priese¢niky kruznic a zostrojime priamku, ktora nimi prechadza.
Dalsi problém v tejto suvislosti a vazny zdroj chyb spodival vtom, Zze Ziaci
zostrojovali utvary pod silou vizudlneho dojmu: kruZznice sice vizudlne prechddzali
potrebnymi bodmi, ale pri zmene polohy urcujicich bodov konstrukcia ,rozpadla”.

Takto vyzerala konstrukcia, na prvy pohlad bezchybna:

Zostrojte 'ubovelnil kolmicu na priamku AB !
po malickej zmene - este stale sa zdala dobrou;
bd

po vacsej zmene polohy bodu B:

obr. VI. 1

obr. VI. 2
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ah'ah
A/

obr. VL. 3
sme stratili priese¢niky! Zmizla aj kolmica.
Dokonca konstrukcia ma aj d'alsiu chybu:
: B ;
obr. VI. 4

zostrojend , kolmica” nie je ani kolmicou!

Ziaci sa dostali k naértnutym problémovym situaciam. Skasku univerzalnosti,
ako vidno aj z prechadzajtcich obrazkov, realizujeme premiestiiovanim urcujtcich
prvkov. Tato metédu testovania sme vedeli aplikovat aj v ostatnych pripadoch.
Preto ju d'alej Ziaci pouzivali uz samostatne, ako vseobecnt kontrolu univerzalnosti
konstrukcie.

Kontrolu istych vlastnosti sme realizovali aj pomocou zabudovanych mozZnosti
programu. Pomocou kontrolnych prvkov programu vieme urcit, ¢i sa dané

linedrne elementy na seba kolmé (resp. rovnobezné, alebo ¢i bod lezi na ttvare).
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Pomocou moznosti ,Kolmy?” sme vedeli overit spravnost konstrukcie, v naSom

pripade, ¢i je zostrojend priamka vzdy kolma na dana priamku AB.

Tato pomocnd moznost vsak zapriCinila dalsiu chybu. Niektori Ziaci totiz
pomocou tejto moznosti nakreslili v programe interaktivny obrazok, avsak neslo
o konstrukciu! Ide o to, Ze program Cabri si pri interaktivnych obrazkoch zapaméta
urcité pomery a pracuje s nimi: ak na priamke uréenej dvoma bodmi zvolime bod,
pri zmene polohy priamky sa premiestiiuje aj bod, a to tak, Ze incidencia a deliaci
pomer sa vzhladom na urcujice body nezmeni. Podobné situécia je pri kruznici
zadanej stredom a bodom polomeru. Ak zvolime na takej kruZnici bod, pri zmene
obrazku sa incidencia bodu a uhol tych troch bodov (urcujici bod kruznice, stred
abod zvoleny na kruZznici) zostane invariantom. Skladanim uvedenych dvoch
krokov vieme nakreslit v programe takd priamku, ktora s danou priamkou
uzaviera urcity uhol nezavisle od zmeny polohy danej priamky. Pre tento uhol
pomocou kontrolnej moznosti ,Kolmy?” alebo s meranim uhla sme schopni

nastavit priamku tak, aby bola kolma na dant priamku.

Utvary si kolmé

obr. VI. 5

Takto nakresleny obrazok je plne interaktivny, avsak z hladiska konstrukcie
nemoOZzeme rieSenie uznat za spravne, lebo bola pouzita zabudovana , inteligencia”

programu a neobsahuje ziadne konstrukéné prvky! Za kreativitu sme pochvalili
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ziakov, ale bolo velmi tazkou vysvetlit im, preco to nie je ,spravne” rieSenie

z konstrukéného hl'adiska, hoci sme dostali kone¢ne plne interaktivnu kolmicu.

V nasledujtcich tlohach sme potrebovali riesit podobné priklady, s mensimi
modifikdciami v zadani (2. priklad):

Bodom K zostrojte kolmicu na priamku AB. Bod K neleZi na priamke AB.

RieSenie: treba zostrojit len dve kruZznice, ktoré prechadzaji bodom K a maja
stredy na priamke AB. Ak su tieto stredy rdozne, potom maji kruznice presne dva
priese¢niky. Preto a kvoli jednoduchosti za stredy kruZznic moézeme zvolit body
A a B. Ziskané priese¢niky urcuji kolmicu, ktora prechddza bodom K.

Ziakom rie$enie tohto prikladu trvalo dlhsie, experimentovali v programe,
sktsali rieSenie pomocou zostrojenia velkého mnozstva pomocnych kruznic
a priamok. Vyucujuci pocas toho hral pasivnhu rolu, len otestoval rieSenia
a povzbudzoval ziakov. Niektori Ziaci po dlhsom experimentovani prisli na nami
opisany postup rieSenia. Ukézali ho aj ostatnym. Nechali sme ich vysvetlit postup
vlastnymi slovami. V tejto stvislosti pripomenieme, zZe nimi pouzivany metajazyk
nebol skoro o ni¢ efektivnejsi nez ucitelom pouzivand odbornd terminolégia.

Aj pri tejto udlohe doslo kchybam interaktivnosti, ale kuz opisanym

sktsenostiam nevieme dodat nové pozoruhodné informacie.

S modifikaciou textu zadania dostaneme 3. priklad:

Bodom K zostrojte kolmicu na priamku AB. Bod K lezi na priamke AB.

Zakladna myslienka rieSenia je podobna ako v predchadzajtcich pripadoch. Je
potrebné zostrojit také dve kruZnice, ktoré maja stredy na priamke AB aich
priese¢nikmi urc¢end kolmica prechddza bodom K. Na rieSenie tlohy mozeme
aplikovat prvy priklad: tam sme zostrojili os tsecky, ktord pretne danti priamku
v strede tsecky. Teda, ak na danej priamke AB ndjdeme také body, Ze ich stredom
bude bod K, uZ mame dlohu vyrieSent. To nie je az také tazké: tieto body maja od
bodu K tt ista vzdialenost, ¢ize mozeme ich dostat ako priese¢nik danej priamky

s I'ubovolnou kruZnicou so stredom v bode K.
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obr. VI. 6

Riesenie tohto prikladu Zziakom trvalo dlhsie, pokusili sa ndjst univerzalne
konstrukéné rieSenie ndhodnym zostrojovanim vac¢sieho mnozstva pomocnych
kruznic a priamok. Podl'a vyssie uvedeného ndvodu sme ich priviedli k rieSeniu.
Musime vsak povedat, ze ucitelove pomocné myslienky obvykle boli ddvkované
ziakom tak, aby Ziaci museli ¢o najviac vykonat z objavovania stvislosti. Navodné
otdzky a napady boli adresované bud’ celej skupinke, alebo len jednotlivcom, na
zéklade toho, ako sme to uznali za vhodnejSie. Vyucujici tentokrat uz musel aj
aktivne vstapit do ,hry” a pomahat Zziakom, pretoze boli oc¢ividne na hranici

trpezlivosti.

3. STRETNUTIE

Na zaciatku stretnutia sme eSte venovali ¢as na opakovanie vedomosti
z prechadzajticej hodiny. Potom sme postupovali podl'a pracovného materialu so 4.
prikladom:
Zostrojte uhol PQR, ktory je dvojnasobok uhla AVB. |<PQR|=2 |<AVB|

Geometrické zadanie prikladu obsahovalo uhol AVB a polpriamku QR, pricom
jediny premiestnitelny element zadania bol bod A a s nim rameno VA uhla. Pred
samotnou konstrukciou dvojndsobku uhla sme potrebovali tento uhol (AVB)
preniest na polpriamku QR. Bolo to realizovatelné pomocou ikony ,kruznica

s polomerom”.
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Postup prenasania uhla nebol uz pre vacsinu ziakov az taky narocny, len
u niekol’kych Ziakov bolo treba vedomosti ozZivit. Pri praktickej realizacii
prenasania uhla sa vyskytol mensi problém: ako zostrojit kruznice srovnakym
polomerom? Na to slaZzila uz vyssie spomenutd konstrukénd moznost: kruZnica

s polomerom.

obr. VI. 7

Zdvojnasobit uhol na zdklade uvedenych poznatkov uz nie je také tazké: staci
len dvakrat po sebe aplikovat prendSanie uhla. Dokonca uvedenym algoritmom
sme schopni zostrojit nielen dvojndsobok, ale aj viacnasobok daného uhla.

Tato tloha Zziakom nepodsobila vécsie tazkosti ani na geometrickej, ani na
pouzivatel'skej hladine.

Avsak jeden zo Ziakov nasiel zasa nekonstruované rieSenie: zostrojenie kruznic
zabezpecil pomocou kontroly vlastnosti, teda pomocou zistenia kolmosti dvoch
linearnych ttvarov. Ziak vyuzil, Ze polpriamky VB a QR st v zadani rovnobezné,
ba ¢o viac, st vlastne kolmo na ich smery posunuté. Zostrojil priamku, nastavil

kolmo na spomenuté smery, nechal si to aj pomocou programu overit. Tato kolmica
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pretne polpriamky VB a QR v takych bodoch, ktoré st rovnako vzdialené od
zac¢iatoénych bodov polpriamok. Teda vedel nakreslit kruZnice srovnakym
polomerom. Na jednej strane ho musime pochvalit za kreativny sposob riesenia, na
druhej strane vSak musime povedat, Ze jeho rieSenie vyplyvalo zo Specidlnych
poldh danych adajov, teda postup by uz nebol spravny, ak by polpriamky VB a QR
boli umiestnené inak - jeho rieSenie potom nie je ani univerzalne a ani konstrukcne,
lebo dant kolmicu nezostrojil.

Poznamka: Uvedend konstrukcia v programe je ocividne interaktivnou pre uhly od
0° az po 180°. Akonahle vsak orientovany uhol AVB prekroc¢i velkost 180°,
s takymto prendsanim prenesieme jej doplnkovi cast (do 180°). V geometrickom
zadani prikladu sme pouzili v programe zabudované oznacenie uhla. Bohuzial, to
nie vzdy koreSponduje s vyssie napisanymi, dokonca v programe neexistuje ani

jednotny princip konvexivity a vizualizacie uhla.

Dualne k tomu bola nasledujtca tloha (5. priklad prirucky):
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Zostrojte uhol PQR, ktory je polovicou uhla AVB. 2 |<PQR| = |<AVB|

Geometrické zadanie tohto prikladu obsahovalo uhol AVB a polpriamku QR,

pricom jediny premiestnitelny element zadania bol bod A a s nim rameno uhla (obr.
VL. 8).
V prvom kroku sme potrebovali preniest uhol, nédsledne tento uhol rozpolit.
Prenasanim uhla sme sa uz zaoberali pocas prechddzajaceho prikladu, ¢ize to uz
nerobilo Ziakom problém. K rozpoleniu uhla sme potrebovali zostrojit’ os uhla, ale
pouzili vlastne geometrické miesto bodov. Dokonca ani na takto smerovana otazku
ucitel'a nevedeli odpovedat.

V prechddzajiacej poznamke spomenuté, programom zapricinené defini¢né

tazkosti sa, samozrejme, objavili aj tu.

V prikladoch ¢. 6 a7 sme hladali graficky stucet arozdiel dvoch uhlov (AVB
a CWD). V obidvoch pripadoch i$lo o postupné prendsanie uhlov vzhladom na
orientaciu uhlov (obr. VI. 9 a 10).

v

%/

W

e e

obr. VI.9a 10
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V tlohéch 8, 9 a 10 bolo treba zostrojit také tzv. vyznamné uhly (AVB), ktorych
vel'kost bola 45°, 60° resp. 30°. Vo vsetkych troch pripadoch bola dana len jedna

polpriamka (VB) - rameno budtdceho uhla.

Pri konstrukcii uhla s velkostou 45° si stacilo uvedomit, Ze je to polovica pravého
uhla. MoZeme teda na zaklade 3. prikladu zostrojit na priamku VB v bode V
kolmicu a potom tymito priamkami uréeny uhol rozpolit podla 5. prikladu (obr. VI.
11).

Samozrejme, nie je to jediny spdsob rieSenia. Niekol'ko ziakov riesilo tato tlohu
pouzitim vlastnosti pravouhlého rovnoramenného trojuholnika: zostrojili kolmicu
na polpriamku VB v bode B anamerali pomocou kruznice so stredom v bode B
vzdialenost VB. Takto vznikol pravouhly rovnoramenny trojuholnik, v ktorom

odvesny zvieraji s preponou 45° uhol.

obr. VI. 11

Pri konstrukcii uhla s velkostou 60° stacilo pouzit vlastnosti rovnostranného

trojuholnika (vnatorné uhly maja vel'kost 60°).
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obr. VI. 12

Pri konstrukcii uhla s vel'kostou 30° si stacilo tieZ uvedomit, Ze je to polovica
uhla svelkostou 60°. Mozeme teda podla principu prikladov 3 a5 zostrojit

hl'adany uhol.

obr. VI. 13
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4. STRETNUTIE
Kvoli prazdnindm védsina ziakov neprisla, preto sme nepostupovali podla
pracovného materidlu. Namiesto toho sme vyskusali jeden zaujimavy projekt:

zostrojit interaktivne ,tancujtci” domcek.

Zadanie: Tri rohy domceka (body 1, 2, 3) st
dané. Mame ich doplnit geometrickymi objektmi

tak, aby sme zmenou urcujicich bodov vedeli

zmenit' tvar celého domcéeka a aby vzhl'ad domu

a jeho casti (steny, strecha, okno a komin) zostal

»prirodzenym” aj po zmenach.

Ziakom sme ukdzali v programe hotova

obr. VI. 14 konstrukceiu, ako to malo vyzerat (obr. VI. 14).

Uvedieme niekol'ko r6znych situdcii:

obr. VI.15 a, b, c, d

Autorom tejto tlohy je J. Vanicek (Ceska republika).

Ide o tlohu, ktora je riesitelna pomocou perspektivnej (osovej) afinity; ako je to
vidno aj z horeuvedenych obrazkov, zachovava sa rovnobeznost a deliaci pomer.

Napriek tomu uloha je rieSitelna aj bez pouZitia perspektivnej afinity, aj pre
ziakov nasej skupinky, avSak vedenie ucitela v tomto pripade bolo nevyhnutné,
hoci sme davali len vtedy a len tol'ko potrebnych napadov, ako sme uznali za nutné.
Ukazali sme skor len chyby konstrukcie pomocou interaktivnej zmeny, alebo sme
skusili davat vhodné pomocné otazky... Obdvame sa, Ze bez tejto pomoci by Ziaci

neboli schopni samostatne vyrie$it tlohu vrdmci jedného stretnutia.
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Predpokladame, ako sa o tom zmietiuje aj Vanicek [47], ziaci - aspor ich nadanejsia
¢ast - by bola schopné tlohu pomocou programu Cabri vyriesit, ale nezabudnime
na to, Ze ziaci tohto vyskumného projektu mali za sebou iba tri stretnutia a mali pri
praci pouzivat pdévodné nastavenie (prostredie) programu Cabri, od ktorého si uz
odvykli! (Pri konstrukcii kolmice nepouzili priamu moznost, ale chceli ju zostrojit
pomocou kruZznic, ako sme to robili v $pecidlnom prostredsi.)

Ziaci pracovali samostatne, pricom na samostatnom pocita¢i bola hotova
interaktivna konstrukcia, aby si mohli priamo v praxi konstrukciu vyskasat. Dost
dlho sa zaoberali s tym, Ze chceli obrdzok skopirovat. Potom sa do istej miery
nechapavo divali na to, Ze sa ich konstrukcia nesprava tak, ako vzorova. Stacilo, ak

pohli niektorym urcujicim bodom. Ukazka:

Takto to vyzeralo, ale

po zmene polohy napr.

bodu 2 dostali niec¢o j/
2

takéto:

obr. VI. 16 a obr. V.16 b

Po dokladnom prestudovani problému Ziaci zistili, Ze stena domu (bez strechy;
stvoruholnik), ma svoje protilahlé strany vzdy rovnobezné. Teda je to rovnobeznik.
To pomocou rovnobeZiek vedeli bez tazkosti zostrojit.

Dalsiu vacsiu tazkost tvorila strecha - trojuholnik. Na zaciatku si mysleli, Ze to
bude rovnostranny trojuholnik nad , hornou” podstavou - ,vodorovnou” stranou
stvoruholnika (obr. VI. 17). Avsak stouto myslienkou boli viazané nasledujtice
chyby: nizka aj vysokd budova ma rovnako vysoktl strechu anavyse, ak
stvoruholnikové susedné strany nie st na seba kolmé, strecha pdsobi neprirodzene

(pomocné ¢iary sme uz skryli) - pozri obrazky VI. 8 a, b, c.
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obr. VI. 17

obr. VI.18 a

3

obr. VI. 18 ¢

obr. VI. 18 b

Podla vzora vedeli usadit, ze prislusné stredy hornej a dolnej podstavy domceka

a vrchol strechy lezia na jednej priamke. Islo viak o vel'mi tazky a zdlhavy Ziacky

objav. Na zédklade toho vrchol strechy zvolili na priamke, ktord prechddzala
stredom hornej a dolnej podstavy domdceka.
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/ V tomto nastali problémy v ovladani programu.
: Mohli to realizovat ré6znymi sposobmi:

) 1)  zostrojit priamku, ktord spdja stredy stran

’ (na obrazku),

J 2) zostrojit rovnobezku so ,zvislymi” stranami

1 : 3 domceka prechadzajicu stredom podstavy.

obr. VI. 19

V prvom pripade bolo postacujace zvolit si bod na tejto priamke ako vrchol
strechy a obrazok bol interaktivnym (program zachovava deliaci pomer).

V druhom pripade, ak sme na priamke zvolili bod, program pri zmenéch polohy
zachovaval jeho vzdialenost od urcujiceho bodu, ¢o nebola stastnd volba (o tejto
podrobnejsie pozri 1. stretnutie). V tomto pripade teda bolo potrebné prenasat
pomocou kruZnice na tato priamku nejakd, s vyskou savisiacu veli¢inu, napr. dizku
bodov 1 a 2.

Nakreslenie okien a komina nieslo zo sebou analogické problémy. Nebudeme sa
s nimi teraz hlbsie zaoberat'.

Ked uz bol domcek zostrojeny, ukdazali sme Zziakom, ako mozu jeho casti

»,vymalovat” (moznost Vypln s farbou).

Komentare

Uloha na trovni ovladania programu pre pritomnych Ziakov nebola jednoducha.
Avsak ocividne ich vel'mi silne motivovala snaha zostrojit' takyto domcek. Boli pod
vplyvom interaktivne sa meniaceho obrazku oktzleni myslienkou, Ze aj oni
vytvoria nie¢o podobné, a po zostrojeni domceku boli zna¢ne vycerpani, ale mali
obrovskta radost. Dokonca na nasledujacej hodine hrdo ukazovali svoje dielo
spoluZziakom.

Uloha mala prinos aj z metodického hl'adiska: postrehli sme, ze Ziaci, ktori sa
zGcastnili v tomto vyskumnom mikro-projekte, boli na nasledujacich stretnutiach
ovela Sikovnejsi v porovndvani s ostatnymi ziakmi. To sa tykalo nielen ovladania

programu Cabri, ale do istej miery aj porozumeniu geometrickym stvislostiam.
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5. STRETNUTIE
Pokracovali sme v praci podla prirucky. Zopakovali sme graficky sacet a rozdiel
uhlov, ako aj konstrukcie vyznamnych uhlov (45°, 60°, 30°), ¢im sme ukon¢ili prva

kapitolu prirucky.

V ramci dalsej kapitoly sme sa zaoberali meranim vzdialenosti geometrickych
objektov, geometrickymi miestami bodov asnimi stGvisiacimi konstrukciami.
Kapitola obsahovala okrem tloh na vyrieSenie aj ukazkové priklady, ktorych
cielom bolo prezentovat vlastnosti geometrickych miest bodov a vysvetlit ich

savislosti.

Prvy priklad slazil na zavedenie pojmu vzdialenosti bodu od priamky, nakol'ko
v d'alsom sme ho potrebovali viackrat. Vzdialenost dvoch bodov pozna a pouziva
kazdy (alebo skoro kazdy) ziak intuitivne a tplne prirodzene - je to najkratsia cesta
po priamke. Ako by sme mohli zadefinovat vzdialenost medzi rdéznorodymi
elementmi - medzi bodom a priamkou:

Ako uréime vzdialenost bodu X od priamky p ?

Geometricky: bola dand pevne zvolend priamka p a mimo nej pevny bod X. Na
priamke bol zvoleny I'ubovolny bod, pri¢om bola odmerané vzdialenost tohto bodu

od bodu X a vzdialenost bodu X od priamky.

11.05 cm

4,99 cm
chyt to!

obr. VI. 20

Ziaci pomocou pripravenej konstrukcie zistili, Ze vzdialenost medzi I'ubovolnym
bodom priamky a pevne zvolenym bodom X mo6ze nadobudnut hocijaka hodnotu,

ktora je vacsia, alebo sa rovnd dlzke vyznacenej tsecky (na obrazku so zelenym).
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Tato tsecka je ocividne kolma na priamku, ale ziaci to overili aj pomocou
programu. Z nekonecne velkého mmnozstva hodnét jednotlivych vzdialenosti si
vybrali jednu hodnotu - minimum. Priklad slazil na to, aby Zziaci pochopili, ¢o je

vzdialenost bodu od priamky.

2. priklad sa zaoberal s kruZznicou ako geometrickym miestom bodov (mnoZzina
bodov). Cielom tlohy bolo dostat sa k metrickej definicii kruznice:

Manipulujte s iisetkou, ktora je nazvana polomer.
Co pozorujete?

P VYzdial t stredu S od bodu K na kruZnici k:
Manipulujte s bodom K na kuznici! zaialenost stedd s 06 Lo & fa Kri=nic
Co pozorujete? [SK| = 3.81cm

Aké body tvoria kruZnicu?

polomer

obr. VI. 21

Dana bola kruznica s pevne zvolenym stredom a menitelnym polomerom. Ziaci
mali pozorovat, ¢i sa meni alebo nemeni vzdialenost I'ubovolného bodu K kruznice
od stredu S pri I'ubovolnej, ale pevne zvolenej nemennej vel'kosti polomeru. Této
vzdialenost bola odmerané a jeho hodnota zobrazena vpravo hore.

Ziaci zistili, Ze ak nastavia polomer na nejakt konkrétnu hodnotu a potom zaént
pohybovat bodom K po kruznici, tak vzdialenost od stredu S a nemeni. Na zaklade

toho boli vyzvani, aby vyslovili definiciu kruznice.

Poznamka
V tychto ukazkovych prikladoch isté elementy boli zafixované, napr.

v predchadzajicom - stred kruznice. Tieto obmedzenia boli v danych staboroch
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uskutocnené vedome. Dovodom bolo, ze sme chceli upriamit pozornost Ziakov na
skiimant vlastnost, aby ich pozornost nebola rozptylend zbyto¢nou interaktivitou

inych prvkov. Preto v prvom priklade bol premiestnitelny len bod na priamke.

3. priklad prezentoval vlastnosti bodov osi tsecky. Manipulovali sme bodom O
(postavali sme ho po osi tsecky AB). Boli zmerané interaktivne sa meniace

vzdialenosti bodu O od koncovych bodov tsecky (A, B).

Manipulujte 5 bodom O!

Tu si uvedené vzdialenosti AQ a BO:

|A0]= 4.76 cm

IBO|= 4.76 cm

Aka mnoZina je uréend bodom 0?
Aké viastnosti m4 tato mnoZina?

obr. VI. 22

Manipulovanim bodom O Ziaci zistili, Ze uvedené vzdialenosti pri kazdej polohe
bodu O boli rovnaké. Bodom O oc¢ividne vedeli pohybovat po takej priamke, ktora
mala aj nasledujace vlastnosti (a vedeli to overit pomocou programu):

¢ Je kolma na tisecku AB

e Prechddza stredom tsecky AB.

V nasledujicom 4. priklade sa pozadovalo zostrojit os tsecky. Bolo treba
skonstruovat kruznice so stredmi AaB, ktorych polomery boli rovnaké.
Univerzalnost konstrukcie mohli zabezpecit napr. tym, Ze za polomer zvolili
tsecku AB.

Uloha vzhl'adom na anal6giu konstrukcie kolmice bola pre ziakov nendro¢na.
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5. priklad mal tiez ukazkovy charakter:
Bod P ma od priamky AB konstantna vzdialenost.

Kde lezia vsetky také body?

Cielom tulohy bolo ukéazat ziakom geometrické miesto bodov - rovnobezku
sdanou priamkou (vSetky tie body, ktoré maji od danej priamky ta ista

vzdialenost - ekvidistanta, ...).

Manipulujte s bodom Q!
Vzdialenost bodu P od priamky AB miiZete menit zmenou vel'kosti tejto Gsecky: 4.21 cm

obr. VI. 23

Ziaci boli upozorneni aj na to, ze takto dostaneme priamku v oboch polrovinach

uréenych priamkou AB.

Srovnobezkami sme sa zaoberali eSte v dvoch prikladoch, ale uz ovela
pragmatickejsie. V obidvoch pripadoch bolo treba zostrojit rovnobezku s danou
priamkou (AB): v priklade 6 cez dany bod (P), v priklade ¢. 7 v danej vzdialenosti
(Gsecka PQ).

V ramci tejto kapitoly tieto tlohy boli prvé, nad ktorym bolo treba aj trochu
dlhsie porozmyslat. Podla predchddzajicej ukazky plati, Ze rovnobezka je taka
priamka, ktord ma vsetky svoje body v tej istej vzdialenosti od danej priamky. Na
zéklade toho by mohli rie$it tlohy: staci zostrojit dva body rovnobezky - dva body,
ktoré od danej priamky maja rovnaka vzdialenost. K tomu by potrebovali aj
kolmicu. Avsak tloha je riesitend aj inym spoésobom, ktory poznd skoro kazdy ziak
takéhoto veku: zostrojime kolmicu na danti priamku a nésledne d’al$iu kolmicu na

kolmicu. Takto skonstruovana priamka je rovnobezna s pévodnou.
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Teda ako je vidno, na rieSenie danych prikladov mali Ziaci moznost vybrat
z niekol’kych réznych alternativ. Ziaci dali prednost znamej konstrukcii kolmicu na
kolmicu, pravdepodobne preto, lebo zostrojenim kolmic sme sa zaoberali na

zaciatku dost podrobne.

obr. VI. 25

Nasledujtce tri priklady ukazkového charakteru boli zase venované tej istej
téme: Aké geometrické miesto je os uhla?

V priklade 8 bolo treba umiestnit tri body tak, aby pre jednotlivé body (P, Q, R)
ich vzdialenost od jednej priamky (VA) bola taka ista ako vzdialenost od druhej
priamky (VB). Odporacali sme ktomu pouzivat moZznost merania - program

okrem vzdialenosti dvoch bodov je schopny odmerat aj vzdialenost bodu od
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priamky. Ak vzdialenosti daného bodu od dvoch priamok st rovnaké, bod je

spravne nastaveny.

Je dany uhol AVB.

Umiestnite body P, Q a R tak, aby mali od ramien uhla rovnaki
vzdialenost.

Vzdialenost uréime pomocou ikony "¥zdialenost a diZka"

obr. VI. 6

Bod P bol I'ubovolny bod (stupen volnosti 2). Body Q a R mali stuper volnosti 1,
¢ize ziaci s nimi mohli pohybovat po linearnych atvaroch (tsecka, priamka). Naviac
pri kazdej polohe bodu R platila poZzadovana vlastnost.

To sme ukazali vlastne aj v priklade 9. V tomto pripade bolo vyznacené uz aj

hl'adané geometrické miesto a vSetky prvky ukdzky uz boli interaktivne menitel'né.

‘Bod P je rownako vzdialeny od priamok AB a CD.
Kde ledia vietky také hody?

Manipulujte s bodmi A, B, C, D a P!
Odmerajte wzdialenosti bodu P od jednotlivych
priamok!

obr. VI. 27
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V priklade 10 bola rovnaka vzdialenost bodu od priamok znazornena pomocou
rovnobeziek. Tato vzdialenost Ziaci vedeli zmenit pomocou zmeny dlzky
vyznacenej tsecky. V tejto suvislosti sme ukdzali moznost programu, pomocou

ktorej sme schopni vykreslit stopu bodu.

Bod P je rovnako vzdialeny od priamok AB a CD.

Tato vzdielanost je dana Gsetkou: Chyt to!
- =

Manipulujte s diZkou Gsetky!

D
Ako miZzeme zostrojit' taky bod P?
Kde lezia vSetky také body?
P o P
P P A B
obr. VI. 28

Ako to vidno aj na obrazku, nasli sme Styri také body, ktoré vyhovuja nasim
poziadavkam. Po vykresleni stopy Ziaci uvideli, Ze za hl'adané geometrické miesto
ziskali priamky, ktoré vyzeraja, ako keby boli na seba kolmé. U¢itel' v tejto situécii

kvoli presnosti pojmov musel povedat, Ze tato priamka je os vedl'ajsieho uhla.

6. STRETNUTIE
Teoretické poznatky z tejto oblasti Ziaci zavi#sili s 11 prikladom:

Zostrojte mnoziny bodov, ktoré maja od dvoch priamok AB a CD ta ista

vzdialenost!
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obr. VI. 29

Da sa povedat, Ze ziakom tato tloha nerobila ziadne tazkosti.

Posledné geometrické miesto, s ktorym sa Zziaci zdkladnej skoly esSte stretna, je
Téalesova kruznica. Posledna ukézka kapitoly prezentuje, ako modZeme ukazat
ziakom pomocou programu zavedenie a zmysel Talesovej kruznice. Zadanie:
Bodmi A, B prechadzajt dve na seba kolmé priamky p, q. Bod K je ich priesec¢nik.
Zapnite stopu bodu K! Chytte a zmerite polohu bodu P!

obr. VI. 30

Aky tutvar opiSe priesecnik K priamok p, q pri tomto premiestneni?

Ako takyto atvar nazyvame?
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Realizacia prikazov dlohy nerobila ziakom Zziadne problémy, dokonca podla
vykreslenej stopy spravne uhadli aj to, aky ttvar bude hl'adané geometrické miesto.
Ale odpovedat na terminologickd otazku, ako sa nazyva tutvar s takymito

vlastnostami, uz nevedeli. Vobec si nespomenuli na Talesovu vetu.

Mysleli sme si, Ze takéto vizudlne zavedenie Télesovej kruZnice (,dve na seba
kolmé priamky ...”) bude pre ziakov natol'ko nazorné, ze rieSenie nasledujtceho
prikladu (¢. 13), ktoré sa tyka zostrojenia tohto Gtvaru, nebude uz problémové:

Zostrojte geometrické miesto vSetkych takych bodov, z ktorych vidime tsecku
AB pod pravym uhlom.

Oproti nasim oc¢akdvaniam tloha nebola trividlna, avSak po kratkej diskusii ju Ziaci
vyriesili bez vacSej namahy. Bolo potrebné dostat sa ktomu, ¢o je aako je
umiestnend hladand mnozina bodov... Ak chceme zostrojit tato kruznicu, je
potrebné ndjst stred a jeden bod kruznice... Konecne sme sa dostali k tomu, Zze
stred Talesovej kruznice je stredom tej tisecky, nad ktorou ju chceme zostrojit. Stred

zostrojili pomocou osi tsecky (priklady 3 a 4).

obr. VI. 31
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Aj posledna (14.) tloha kapitoly savisela s Talesovou kruznicou, bola vsak uz
zamerand na aplikéciu teoretickych poznatkov:

Zostrojte doty¢nicu ku kruZznici k z daného bodu P.

obr. VI. 32

KrieSeniu ulohy bolo potrebné ukazat ziakom, ¢o je dotyc¢nica ku kruZznici,
zdoraznit, aké geometrické stvislosti st platné pri konstrukcii.

Niekol'ko Ziakov sa totiZ pokusilo tlohu ,riesit” pomocou priloZenia priamky ku
kruznici. V najnestastnejSom pripade ta priamku, ktord prechadzala bodom P
zvolili tplne I'ubovolne (pocet spolo¢nych bodov: 0, 1, alebo 2), trochu rozumnejsie
bolo zvolit druhy urcujtci bod priamky na kruznici (pocet spolo¢nych bodov: 1,
alebo 2) , ale este aj to bolo d'aleko od opodstatneného postupu konstrukcie.

Nasim cielom bolo priviest Zziakov k pouzitiu Télesovej kruznice bez toho, aby
sme ich tomu printtili. Nechceli sme, aby len prebrali zndamy postup, ale aby aj oni
sami prisli k spravnej konstrukcii.

Ziaci vsak neboli schopni tlohu zostrojit. Po spolo¢nom prediskutovani prikladu
sme navrhli postup, ktory Ziaci bez vic¢Sej namahy vedeli realizovat. V konstrukcii,

samozrejme, vyuZili vlastnosti Télesovej kruZnice aako sa potom ukazalo,
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konstrukcia bola aj univerzalna. Oproti nasim ocakavaniam, sami sice ziaci tlohu
nezvladli, ale po spolo¢nom dialégu riadenym ucitelom, sa dostali k spravnemu

rieSeniu.

Tymto prikladom sme ukon¢ili preverovanie pracovného materialu.

Vo zvy$nom ¢ase sme ukdzali ziakom d’al$ie moznosti programu a zaujimavosti,
¢o sme povazovali za dobré motiva¢né ukoncenie pocitac¢ového kurzu programu
Cabri. I8lo predovsetkym o animdcie a viazané animdcie. Tvorba takychto animaécii
predpoklada dostato¢né zruc¢nosti ovladania programu, dokladné geometrické
vedomosti a schopnost logicky rozmyslat'.

Priklady boli len ukazkového a motivaéného charakteru. Ziaci dostali ku kazdej
animécii navod, ako sa ma konstrukcia ovladat - ¢o treba animovat.

V nasledujicom  uvedieme  niekolko  animdcii, = pripravenych  pre
ziakov, s ktorymi sa radi pohrali. Na priloZenom kompaktnom disku (CD) sa
nasledujtice statické obrazky prevedené na tvar apletu - dajui sa pozerat priamo

v pohybe a poskytli sme aj ndvod k ovladaniu.

< animuj

obr. VI. 33 : Animacia 1 - Motor obr. VI. 34 : Animaécia 2 - Elipsa
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tento
bod
animuj

obr. VI. 35 : Animécia 3 - Motor

tento bod
si daj
animovat

obr. VI. 36 : Animaécia 4 - Ozubené kolesa

/

LI
had

\ animui

obr. VI. 37 : Animaécia 5 - Cyklista
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obr. VI. 38 : Animaécia 6 - Paralelna animacia
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obr. VI. 39 : Animd4cia 7 - ,,Jablko”

Vsetky obrazky, ktoré tu vidite, boli geometricky konstruované pomocou
programu.

V animdciach 1, 3, 4 a 5 sme zostrojili také modely realnych strojov, ktoré pri
zmene, resp. pri animdcii vyznac¢eného bodu (po nejakom ttvare) napodobriuja ich
skutoént ¢innost’ v prevadzke: prevod linearneho pohybu na rota¢ny pri motore (1
a 3), alebo otacanie kolesa bicykla na priamej dréahe (5). Ziakov uvedené konstrukcie
okuzlili, mali z interaktivity konstrukcii radost. Ovladanie hotovych konstrukcii im
nespdsobilo tazkosti, ale pri snahe o reprodukciu konstrukéného postupu si museli
uvedomit, Ze jednak im chybajt isté vedomosti z geometrie a Zial nemaja v tejto
oblasti ani pozadované sktsenosti.

Uvedieme konkrétny priklad: ,motor” - prevod rota¢ného pohybu na linearny

(obr. VI. 33). Geometricka podstata spoc¢iva v nasledujicom:
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Bod A pohybuje sa po kruznici k(S,r).

Hl'adame k tomu prisltchajtci bod B na priamke o
(Se0), ak vieme, Ze tse¢ka AB ma konstantnu dizku.
A k Mozeme to zarucit tym, Zze zoberieme jednu

s pomocnt usecku h=|AB| azostrojime kruZnicu

s tymto polomerom so stredom v bode A (podmienka

modelu: h>2r). Tato kruZznica pretne priamku
obr. VI 40 o v dvoch bodoch, z ktorych vyberieme jednu za bod B.

Ziaci pokausili z vlastnej iniciativy na zéklade hotovej konstrukcie rekonstruovat
postup a zostrojit dynamicka konstrukciu. Ich snaha vs$ak bola netaspesna: zabudli,
resp. nepouzivali vyssie opisané zasady konstrukcie, napr. Ze dizka AB je
konstantna, alebo Ze bod B musi leZat na priamke.

V ostatnych pripadoch (2, 6 a 7) sme pouzili aj vyznacenie stopy (bodu, ale aj
atvaru). Najblizsi vztah k geometrii mala animdcia ¢. 2, kde sme vykreslili stopu
stredov kruznic, ktoré sa dotykaju danej kruznice a prechadzajiu danym bodom.
MnozZina vsetkych stredov tvori kuzelosecku. Aj ziaci velmi spravne postrehli, ak
dany bod je vnatornym bodom kruhu, je to elipsa; ak je vonkaj$im bodom,
hyperbola.

V animdcii ¢. 6 sme pouzili Paralelnd animdaciu - animovali sme stcasne dva
body po dvoch kruZzniciach, pricom sme vykreslili stopu bodu, ktory bol stredom
tsecky urcenej s animovanymi bodmi. Tvar vysledného obrazu zévisel od rychlosti
pohybu animovanych bodov, ziaci dostdvali rdzne mnoziny bodov cyklicky sa
otacajucich kriviek - , kvety”, ale niektorym sa podarilo nastavit rychlosti aj tak, ze
dostavali uzavreta krivku - elipsu. Niektori Ziaci na zdklade uvedeného prikladu
velmi kreativne zostavili takt konstrukciu, kde animovali naraz viac (3, 4, ...)
bodov.

V animacii 7 sme ukézali, Ze s animdciou sme schopni ,, rovnomerne” vykreslit aj
stopu celého utvaru: ,jablko”. V nasom pripade sme vykresl'ovali stopu kruZznice,

ktorej stred pobiehal sa po danej kruznici, ktora prechddzala aj danym bodom tejto

kruznice.
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Ziaci uz boli schopni tvorby animécii takéhoto typu, nakol'ko k tomu neboli

potrebné hlbsie poznatky , interaktivnej” geometrie.

VI.1. VYHODNOTENIE VYSKUMNEHO PROJEKTU 1

Pri vybere oblasti uc¢iva pre realizaciu vyskumu pomocou pouZitia pocita¢a sme
uprednostniovali konstrukéna cast geometrie a v ramci toho zdkladné konstrukcie,
lebo pri tych oblastiach Ziaci boli naozaj schopni sebarealizacie a vlastnej tvorivej
prace.

Této idea sa osvedcila. Ukézalo sa, Ze Ziaci sa sice vrelo zaujimali o zloZitejSie
konstrukcie, ale samostatne vytvorit takéto konstrukcie sa im nedarilo. V takychto
pripadoch im nechybali teoretické poznatky a ovladatel'ské skusenosti programu --
ale jednoducho neboli schopni spojit a aplikovat potrebné vedomosti.

Tieto udalosti opodstatiiuja vlastne nas vyber uciva - ze sme vyskum venovali
elementarnym konstrukciam.

Poznatky ziskané z pozorovania Ziakov zhrnujeme v nasledujtucich okruhoch

z rdznych pohladov realizacie:

g Pouzivanie pocitaca, ovladanie pouzitého softvéru

- Ziaci sa rychlo naucili a zvykli na ovladanie programu a pomerne bezpecne
s nim aj pracovali.
- Sice boli na dualitu ovlddania niektorych pripadov upozorneni, ale

niektorému ziakovi to aj neskorsie spdsobilo tazkosti.

a Aplika¢né schopnosti Ziakov

-V priebehu vyskumu sa ukézalo, ze ziaci vela veci - ¢o sa uz ucili - nevedeli,
resp. uz zabudli (boli to menej ¢asto pouzivané oblasti uciva ako napr.
Téalesova kruznica apod.), ale okrem vedomostnych nedostatkov sme
diagnostikovali aj tazkosti aplikovania vedomosti. Boli to pripady, v ktorych

sme mohli predpokladat, Ze Ziaci maju dostato¢né teoretické poznatky
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(predtym sme prebrali sériu ukazkovych prikladov), ale ziakom nepodarilo

sa im pospdjat potrebné vedomosti k danej tlohe.t

a Vplyv poditatom podporovanej geometrie na pracu ziakov

- Myslienka interaktivnej geometrie na zaciatku sa zdala nepochopitelnou pre
ziakov, ale po niekolkych hodinach uz to porozumeli, akceptovali
a pouzivali automaticky.

- Ziaci rychlo si tiez zvykli na overovanie spravnosti riesenia a interaktivnosti
konstrukcie pomocou zmien vo vstupnych tdajov. Tieto metédy verifikacie
pouzivali potom uz prirodzene.

- U ziakov (okrem mikroprojetku ,tancujaci doméek” a poslednej hodiny -
animdacie) sme nepozorovali vicsie tazkosti realizacie svojich napadov
a myslienok pomocou programu. V oblastiach, kde sme postupovali podla
pracovného materidlu nenastdvala taka situdcia, Zze Zziaci sice ulohe
z geometrického hladiska porozumeli a nasli k tomu aj postup rieSenia, len
to nevedeli v prostredi programu realizovat. To svedéi otom, Ze nami
zostavend zbierka dloh pracovného materidlu z tohto hladiska vyhovuje

praktickej pouziteInosti vo vyucovani.

T Napr.: Pri Talesovej kruznici na zéklade ukéazky (12. priklad) sme si mysleli, Ze rieSenie 13. tlohy
bude pre ziakov jednoduché. Ved uz videli, akt stopu zanechava za sebou bod, z ktorého vidime
dand tsecku pod pravym uhlom. Uhadli, Ze tdto mnoZina bodov je kruZznica, ktord prechadza
koncovymi bodmi (A, B) danej tisecky aje stimerna vzhladom na priamku AB. Na zaklade toho
sme olakavali, Ze Ziaci zostroja tuto kruznicu. Zial, Ziaci neboli schopni krunicu zostrojit

dovtedy, kym sme neurobili podrobny rozbor.
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VYSKUMNY PROJEKT 2

(POMOCOU SOFTVERU EUKLIDES NA VZORKE STREDOSKOLSKYCH
STUDENTOV)

Projekt bol zamerany na sktimanie vyucdovania geometrie stredoskolského
(gymnazidlneho) uciva pomocou softvéru Euklides. Nasimi hlavnymi ciel'mi bolo
skimanie vztahu S$tudentov kvyucovaniu pomocou pocitaca, vyskasat
aplikovatelnost metéd problémového vyucovania a skupinovej prace, zozbierat
sktisenosti z vyucovania pomocou uvedeného softvéru (aké st reakcie studentov na
interaktivnost geometrickych konstrukcii, tazkosti ovladania programu, ¢o je a ¢o
nie je pre studentov oproti nasim oc¢akavaniam problém, do akej miery st schopni

svoje myslienky zrealizovat, atd".).

Termin konania: 9.9. - 21. 10. 2002

Miesto konania: Gymndazium Hansa Selyeho v Komarne.
Utastnici: studenti 4. ro¢nika (trieda 4. c)

Sposob realizacie: v rdmci riadneho semindra z matematiky
Metéda vyskumu: experiment s predtestom a posttestom [7]

Oblasti u¢iva: Predovsetkym konstrukénd ¢ast planimetrie (vid' d'alej)

Seminar, vramci ktorého sme zrealizovali experiment, slizil na opakovanie
u¢iva a pripravu na maturitu. Studenti u absolvovali uvedené oblasti u¢iva pocas
prvého a druhého ro¢nika, ¢ize mohli sme predpokladat, Ze teoretickti ¢ast maju
zvladnuta. To bol prvy doévod, preco sme vybrali tato skupinu (Studentov
maturitného roé¢nika). Druhy doévod bol velmi prozaicky - nechceli sme porusit
Struktdru vyucovania predmetu matematiky (¢asova ndroc¢nost), z organizacného

hl'adiska boljednoduchsi takyto sposob realizacie.

V kratkosti uvedieme tematické okruhy, s ktorymi sme sa zaoberali:

- Zé&kladné elementy a konstrukcie euklidovskej geometrie
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- Trojuholniky, vyznamné prvky trojuholnika

- Geometrické miesta (mnoZiny bodov danej vlastnosti)
- Konstrukcie trojuholnikov

- Zhodné o podobné zobrazenia

- Pouzitie Pytagorovej a Euklidovych viet

- Kuzelosecky

- Problémové konstrukéné dlohy

Experimentu bolo venovanych sedem stretnuti vramci dvojhodinovych
semindrov (90 min). Z toho prvé stretnutie sltizilo na napisanie predtestu a tvodu
do ovlddania programu v experimentdlnej skupine. Na poslednej hodine sme
napisali posttest, na ostatnych hodindch sme sa zaoberali s uvedenymi témami.

Dovodom pomerne kratkeho trvania experimentu bol, Ze nechceli sme studentov
zdrziavat v priprave na maturitu.

Na seminar bolo prihldsenych 16 studentov. Po napisani advodného testu sme ich
rozdelili do dvoch skupin, polovicu t.j. 8 studentov sme zaradili do experimentélnej
skupiny. Zucastnili sa na experimentdlnom vyucovani v pocitacovej miestnosti
skoly. Podla uvedenej tematiky sme preopakovali, resp. rozsirili u¢ivo geometrie.
Druhéd polovica, kontrolnd skupina pracovala pod vedenim triedneho ucditela
matematiky (Keszeg 1.) podla podobného planu v ucebni, bez pocitacov. Vyber
Studentov prebiehalo viac-menej na zédklade dobrovolnosti. Uskuto¢nené rozdelenie
podla triedneho ucitela matematiky bolo spravodlivé, priemerne v obidvoch
skupinach  boli  Studenti srovnakymi (porovnatelnymi) schopnostami
a vedomostami.

.....

pocitaca (6 sa ich prihlésilo do exp. skupiny - vsetci chlapci triedy!).

VIl. 1. TESTOVANIE

Na kvantitativne porovnanie vysledkov experimentdlnej a kontrolnej skupiny

sme vybrali metédu testovania. Ulohy tGvodného a zavereéného testu boli totozné,
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lisili sa iba v podmienkach vypliiovania: v predteste nebolo dovolené pouzitie
rysovacich pomocok, v postteste uZz ano, resp. ziaci experimentalnej skupiny mali
moznost pouzivat pocitac a pouzivany softvér Euklides.

Ulohy testu neboli zamerané na meranie konkrétnych (formalnych) poznatkov
a vedomosti z geometrie. Cielom testu bolo zistit do akej miery sa $tudenti schopni
pouzivat andjst suvislosti medzi tymito vedomostami, ¢ize zmerat stupen
schopnosti logicky a kreativne (samostatne) pracovat.

Test sa skladal zo Styroch dloh. Ku kazdému bolo navrhnutych pat roéznych
odpovedi (a, b, ¢, d, e), pricom v kazdej tlohe iba jedno mozné rieSenie bolo
sprdvne. Za kazdou tulohou bolo vynechané miesto pre pripadné nacrty

a pozndmky, ktoré vsak neboli povinné.

VIl. 2. TEXT NAPiSANYCH TESTOV:

1) Stred opisanej kruznice trojuholnika lezi

a) v kazdom trojuholniku vo vnutri trojuholnika.

b) v ostrouhlom trojuholniku vo vnutri, v pravouhlom trojuholniku na prepone,
v tupouhlom trojuholniku mimo trojuholnika.

c) vo vSeobecnom trojuholniku vzdy mimo trojuholnika.

d) podla tvaru trojuholnika: v ostrouhlom trojuholniku vo wvnutri, v
pravouhlom trojuholniku vo vrchole , v tupouhlom trojuholniku mimo
trojuholnika.

e) anijedna z tychto moznosti nie je pravdiva.

2) V trojuholniku ABC st dané nasledujtce adaje:
Vg, ta, € (vyska na stranu a ,dizka taznice k strane g, a strana ¢ ).

Aké st podmienky konstrukcie? Spravte diskusiu: najdite kedy, kol'ko a aké

rieSenie dostaneme!

a) Trojuholnik z tychto adajov je vZdy skonstruovatelny.

b) Trojuholnik sa da zostrojit vtedy a len vtedy, ak c>t; a ta>va.
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Ak ta = vy tak rieSenie je rovnoramenny trojuholnik (b=c).
V ostatnych pripadoch dostaneme dve roézne rieSenia a ich osovo simerné
obrazy.

c) Trojuholnik sa da zostrojit,ak c>vza ta>v,.
Ak ts = v,, tak rieSenie je rovnoramenny trojuholnik.
Ak ¢ = va ,tak riesenie je pravouhly trojuholnik a jeho osovo stimerny obraz;
ak ¢ = t; = v,, tak trojuholnik nie je skonstruovatel'ny.
V ostatnych pripadoch dostaneme dve ro6zne rieSenia a ich osovo sumerné
obrazy.

d) Trojuholnik sa d4 zostrojit vtedy a len vtedy, ak ts>ca t; > va.
Ak ta = vy, tak rieSenie je rovnorameny trojuholnik.
Ak ¢ = v, ,tak rieSenie je pravouhly trojuholnik a jeho osovo simerny obraz;
ak € = ta = v, tak trojuholnik nie je skonstruovatelny.
V ostatnych pripadoch dostaneme dve roézne rieSenia a ich osovo simerné
obrazy.

e) Trojuholnik z tychto tdajov sa nikdy nedé zostrojit.

3) Co je geometrické miesto vietkych ortocentier trojuholnika ABC kde body A,

B st pevnymi bodmi danej kruZnice a bod C je Iubovol'ny bod tejto kruznice?

a) Hladané geometrické miesto je elipsa s hlavnou osou AB.

b) Hladané geometrické miesto je tisecka AB.

c) Hladané geometrické miesto je osovo stumerny obraz danej kruznice
(opisanej okolo trojuholnika ABC) podla priamky AB, okrem bodov A,B.

d) Hladané geometrické miesto je kruznica s priemerom AB.

e) Hl'adané geometrické miesto je os tisecky AB.

4) V trojuholniku ABC st dané nasledujace adaje:
R, a, Vp (polomer opisanej kruznice, strana a a vyska na stranu b).

Posud'te, aké geometrické miesta (kruznica, rovnobezky, os tisecky, os uhla,

Talesova kruznica, ..) a geometrické transformacie (zhodné transf.,
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rovnolahlost ...) st potrebné k tomu, aby sme mohli zostrojit trojuholnik.

a) KruZnica, rovnobezky.

o

) Kruznica, os tsecky, Talesova kruznica.
c) KruZnica, rovnobeZky, rovnol'ahlost.

d) Kruznica, os tsecky, rovnobezky, rovnolahlost.

e)

=]

né.

VIl. 3. PROTOKOLY Z JEDNOTLIVYCH EXPERIMENTALNYCH VYUCOVACICH
HODIN

1. STRETNUTIE, 9. SEPTEMBER 2002

Tento seminar bol venovany napisaniu predtestu (cca. 45 min), rozdeleniu triedy
do dvoch skupin (experimentélna, kontrolnd). Vo zvySnom ¢ase bol experimentalnej
skupine prezentovany geometricky softvér Euklides.

Vyber do experimentdlnej skupiny bol prispdsobeny kapacite pocitacovej
miestnosti, ¢ize kazdy Student experimentilneho vyucovania mal pristup
k ,vlastnému” pocitacu. Kazdy student tejto skupiny spital potrebné podmienky
ovladdania pocitaca (OS Windows 98 SE). Pocas experimentu sme pouzivali
madarskd jazykovd mutdciu vol'ne Siritelnej verzie softvéru Euklies 2.02. Nakol'ko
ide o gymnéazium svyucovacim jazykom madarskym, prostredie programu
nespdsobil jazykovu bariéru.

Uz aj prezentacia programu prebiehala spdsobom objavovania: vsetci Studenti
mali otvorené pracovné prostredie programu, atak mali moZnost jednotlivé
ovladacie, konstrukéné a formétovacie moznosti priamo v praxi vyskasat. Prebrali
sme potrebné hlavné ovladacie prvky (ovladanie pomocou pocitacovej mysky
a klavesnice), pomocou Hlavnej ponuky (Menu) aPanelu nastrojov (Ikony).
Vyskuasali si pod vedenim ucitela zadat - zostrojit, vymazat a skryt zakladné
geometrické elementy (body, priamka, Gsecka, kruznica, kruznica s polomerom,
priesecnik ...), zmenit $tyl a farbu, zmenit polohu zostrojenych elementov. Objasnili

sme okrem postupu zaddvania konstrukcii (v Euklidese kazda konstrukcia je
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vybudovand na zéklade tzv. zakladnych bodov - vid. dalej) rozdiel medzi
zmazanim askrytim apojem interaktivnosti. Podrobnd ukazka vyskasanie
vSetkych mozZnosti programu nebolo mozné =z casovych doévodov. Preto
nevyskasané, ale potrebné moZznosti sme ukézali postupne pred samotnym

pouzivanim.

POZNAMKY A KOMENTARE

Vysledky predtestu mienime zhrnat po popise aanalyze jednotlivych
experimentalnych hodin spolu s vysledkami posttestu.

Pocas avodnej hodiny sme neziskali védc¢sie mnozstvo informadcii, ale mo6zeme
skonstatovat, ze Studenti privitali pocitacom podporovany pristup k geometrii
pozitivne, prejavili zdujem a k danym problémom zaujali aktivny postoj. Ovlddanie
pomocou ikoniek brali prirodzene akladli kjednotlivym moZnostiam

konstruktivne otazky.

2. STRETNUTIE, 16. SEPTEMBER 2002

Semindr bol venovany ciastocne eSte moznostiam programu viazanym uz
sucivom geometrie: vlastnosti trojuholnikov. Zaoberali sme sa s vyznamnymi
prvkami trojuholnikov (vysky, taznice, osi strdn a vnatornych uhlov, ortocentrum,
taznica, stred opisanej, vpisanej a stredy pripisanych kruznic).

Vsetky prvky sme zostrojili do jedného trojuholnika, bez toho, aby sme stratili
prehladnost a orientaciu. Ako je to mozné?

Pouzili sme tzv. félie, Specidlnu moznost programu Euklides. Tie ndm umoznujdg,
aby jednotlivé ¢iastkové konstrukcie boli umiestnené v rdéznych vrstvach, ktorych
viditelnost vieme jednoducho vypinat resp. zapinat. Jednotlivé vrstvy mozeme aj
farebne odlisit (automaticky).

Na zéklade toho sme rozdelili konstrukciu na 7 vrstiev (obr. VII. 1):

1. félia: Trojuholnik ABC. Oznacili sme vrcholy a strany podla obvyklého oznacenia
(stranu proti vrcholu A sme oznacili ako g, ...). Trojuholnik moézeme v programe

zvolit réznymi spésobmi. My sme uprednostiiovali tie jednoduchsie: zadali sme tri
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I'ubovolné nekolinedrne body a spojili sme ich tseckami alebo s polygénom. Tato

foliu sme nechali pocas préace vzdy viditelnou.
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obr. VII. 1

2. folia: Vysky. Zostrojili sme ich ako priamky, ktoré prechddzaja vrcholom a sa
kolmé na protilahla stranu. Hladali sme vzdjomnt polohu tychto troch priamok.
Studenti vedeli, Ze tieto priamky prechddzaji jednym bodom. Samozrejme,
konstrukcia stym bola v stlade. Vyhodou interaktivnej konstrukcie bolo, Ze
Studenti mohli jednoducho a interaktivne zmenit tvar trojuholnika a mohli sa
presvedcit o vSeobecnej platnosti tohto tvrdenia. Dokonca bolo moZzné vysetrit aj to,
ze aka je zavislost medzi tvarom trojuholnika a polohou priese¢nika vysok, ktory
sme nazvali ortocentom (V) a umiestnili na 5. f6liu.

3. folia: Taznice. Podobne ako v prechadzajtcom pripade zostrojili sme ich podla
definicie (spojime stredy stran s protilahlym vrcholom), vysetrili sme ich vzdjomnu
polohu (v kazdom pripade prechadzaju jednym bodom - taziskom), atd’. ; tazisko

(T) sme dali tiez na 5.f6liu.
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Odznela otdzka na d’alie vlastnosti taziska. Po kratkom experimentovani $tudenti
prakticky overili, ze taZisko lezi vZdy vo vnutri trojuholnika. Pritom jeden z nich
spomenul aj vetu, podla ktorej tazisko rozdeluje taznice v pomere 1 : 2. Boli
vyzvani, aby to overili pomocou pocitaca. Po niekolkych mintatach (cca. 2-3)
rozmys$lania anerealizovatelného napadu (meranie - tito verzia vsak este
neobsahuje Ziadne meracie moZznosti) ten isty student ohlasil, Ze nasiel , rieSenie”:
»Staci overit len pre jednu taznicu, pre ostatné to musi platit analogicky. Pre
jednu taZznicu to overime nasledovne: zostrojime kruZnicu so stredom v bode T,
ktora prechddza stredom strany. T4 nam pretne taznicu v bode, ktory bude
stredom druhej kruZnice atd prechddza bodom T, teda bude mat rovnaky
polomer ako prva. Druhd kruznica av8ak prechadza cez vrchol. To znamend, Ze
taZznica je rozdelend na tri rovnaké tsecky a z toho uz priamo vyplyva nase
tvrdenie. Ak zmenime tvar trojuholnika vidime, ze situécia sa prakticky nezmeni,

¢iZze tvrdenie musi mat vseobecna platnost.”

obr. VII. 2

4. félia: Osi stran. Podobne ako v prechddzajacich pripadoch zostrojili sme ich

podla definicie (bud" pomocou priamej moznosti alebo najprv stredy a potom
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kolmice v tychto bodoch), vySetrili sme ich vzajomnt polohu (v kazdom pripade
prechadzaja jednym bodom - oznacili sme ho ako S a dali na 5.f6liu.)

5. félia: Vyznamné body. Ako uz to bolo napisané, na tejto f6lii sa nachadzali tri

body: V, T aS. Studenti dostali za Glohu najst stred opisanej kruznice. Niekol'ki
tipovali na tazisko, ale ostatni ich presvedcili, Ze to bude bod S. To bola dobra
prileZitost, aby sme zopakovali geometrické miesta. Os strany aje mnoZzina
vSetkych bodov, ktoré maji od bodu B aC ta istd vzdialenost, bod S (ako
priesecnik tychto osi) mé od vsetkych vrcholov ta ista vzdialenost, ¢iZe na kruZznici
so stredom S a polomerom SB lezia vsetky vrcholy. (Tym bolo vlastne dokdzané aj
to, zZe vsetky osi prechddzaju jednym bodom.)

Dalsia otdzka ucitela bola zamerana na vzajomnu polohu troch bodov S, T a V.
Vidcsina Studentov tvrdila, Ze tieto body lezia na jednej priamke. Jeden z nich sa
vSak oponoval a tvrdil, Ze v jeho pripade na obrazovke tie body tak ,nevyzeraja”.
Na postidenie sme zostrojili priamku SV. Po konstrukcii aj nd$ oponent uznal, ze
bod T naozaj lezi na priamke SV, teda tieto body st naozaj kolinedrne (na overenie
sme zvacsili obrdzok). Zmenili sme tvar trojuholnika sotazkou, ¢i to plati
véeobecne? Studenti experimentalne prisli na to, e ak tvar trojuholnika priblizi k
rovnostrannému trojuholniku, uvedené tri body sa totozné, a tak pre rovnostranny
trojuholnik tidto (Eulerova) priamka zmizne. V ostatnych pripadoch, ale tymito
troma bodmi prechddza prave jedna priamka.

6. folia: Osi vnutornych uhlov, vpisand kruZznica. Konstrukcie sme Startovali

prikazom: Zostrojme kruZnicu vpisant do trojuholnika! Stred vpisanej kruznice (O)
musi byt od jednotlivych stran rovnako vzdialeny. Mnozina bodov, ktoré majt od
dvoch priamok rovnaka vzdialenost je os uhla. Priese¢nik osi teda vyhovuje nasim
poziadavkam stredu vpisanej kruznice. Osi uhlov vieme zostrojit dvoma sp6sobmi.
Bud’' vyznac¢ime najprv uhol (pomocou obltka) a potom nechdme program zostrojit
os toho uhla, alebo klasicky pomocou kruznic. Studentom boli prezentované obidva
moznosti. Vybrali si td druhta. Ku konstrukeii vpisanej kruznici bol potrebny este
jeden krok - ndjst dotykovy bod, resp. polomer kruznice, ¢o bolo dost castym
prameriom chyb. Viaceri si totiZ mysleli, Ze dotykovy bod bude priese¢nik strany

sosou. Pri hladani chyby sme postupovali interaktivnou zmenou tvaru
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trojuholnika, pri prili§ pravidelnych trojuholnikoch totiz nebolo dost viditeIné, ¢i
tato kruznica pretina strany alebo sa ich dotyka. Dotykovy bod a s tym aj polomer
sme nasli nakoniec tak, Ze sme spustili kolmicu z bodu O na jednu stranu.
Samozrejme, pocas prace kvoli prehladnosti bola vypnutd viditelnost
nepotrebnych ¢iastkovych konstrukcii na prislachajicich féliach. Napr. pocas

konstrukcie vpisanej kruZnice boli zapnuté len félie 1 a 6.

Vo zvySnom case sme vyriesili eSte jednu konstrukéna dlohu zamerant na
konstrukciu a konstruovatelnost trojuholnikov.
Zadanie: Zostrojte trojuholnik ABC, ak su dané: g, v, ta.
Udaje v tomto pripade neboli dané ako trojica ¢isiel, ktorymi by boli reprezentované
prislusné dizky (ucebnicové priklady), ale ako tri tsecky, tri interaktivne
zmenitelné vzdialenosti.
Postup konstrukcie: na jednu Iubovolntd polpriamku nanesieme dizku a (takto sme
dostali body B a C), zostrojime rovnobezku vo vzdialenosti v,. Zostrojime stred
strany BC, potomstymto stredom a polomerom f, kruznicu. Priese¢nikom
rovnobezky s touto kruznicou bude hl'adany treti vrchol trojuholnika (vid obr. VII.

3).

obr. VIIL. 3

Diskusiu sme uskutoc¢nili pomocou experimentovania. Zistili sme, ktoré vstupné

udaje ovplyvnuja pocet rieSeni tlohy. So zmenou dlzky strany a sice zmenime tvar
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rieSenia, ale rieSitelnost tlohy uz nie. Z pozorovania situdcie vSak vieme ustadit

podmienky konstruovatelnosti:

ts<v, rovnobezka a kruznica nemaja spolo¢ny bod, tloha je nema rieSenie,

ta=vs rovnobezka a kruznica maja jeden spolo¢ny bod, za rieSenie dostaneme
rovnoramenny trojuholnik.

ta>va rovnobezka kruZnicu pretina v dvoch spolo¢nych bodoch, dostaneme dve
rieSenia v jednej polrovine.

V tomto pripade sme povedali, Ze zhodné rieSenia nepovazujeme za rozne.

POZNAMKY A KOMENTARE

Studenti edte mali mensie tazkosti s ovladanim programu, nakolko hladali
potrebné konstrukéné ikony v ponukdch. Tieto tazkosti pretrvévali aj na
nasledujicom semindri.

Ukazalo sa, ze studenti sice ziskali poznatky v spominanej oblasti v ramci sttdia,
ale na vela veci sa uz nepamatali, alebo mali o nich len formalne vedomosti. Sved¢i
o tom aj udalost, Ze nevedeli, ktory bod je stredom opisanej kruznice - len tipovali
(5.f6lia). Robili to napriek tomu, Ze tesne predtym sme charakterizovali geometrické
miesto akym je os tsecky.

Na druhej strane vsak musime vyzdvihnat kreativny postoj Studenta pri
overovani tvrdenia, ze tazisko rozdeluje taznice v pomere 1 : 2 (3. fdlia).
Z geometrického hladiska d’alsim neziadajicim javom je to, Ze vi¢sina $tudentov v
geometrii rozmysla prili§ metricky, ¢iselne. Studenti navrhovali najprv odmerat
prislusné vzdialenosti, ale program taky nastroj nema. Neuvedomili si, Ze kruzidlo
slazi tiez na prenasanie zhodnych tseciek!

Dalgia poznamka sa tyka postoja pri konstrukcidch osi vnatornych uhlov:
Studenti uprednostnili klasickti euklidovskti metédu konstrukcie namiesto
programom navrhnutou ,umelou” metdédou (6. félia). Pripomenieme dalej ze
Studenti mali moznost vizudlne sa presvedcit o tom, Ze ich konstrukcia je naozaj

chybnd a preto sa ani ucitelovo vysvetlenie sa nestal dogmou.
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3. STRETNUTIE, 23. SEPTEMBER 2002
Semindr bol venovany geometrickym miestam a konstrukcii trojuholnika z troch
prvkov. Vo zvySnom case sme nasli ,rysované rieSenie” jednej tlohy s metrickym

zadanim pomocou pocitaca.

1. tloha
Zadanie: Zostrojte trojuholnik ABC, ak stt dané: g, v,, o

Udaje ani v tomto pripade neboli dané metricky ako trojica &fsel, ktorymi st
reprezentované prislusné dizky a uhol, ale ako tsecky, resp. uhol medzi dvoma
polpriamkami alebo tiseckami - interaktivne zmenitelné vstupné adaje.

Uvedent tlohu sme rie$ili spolo¢ne. Studenti po prvych netispesnych pokusoch
poziadali o pomoc, ktora vSak dostavali len v malych castiach, aby motivacia
objavovania ostala ziva. Tato komunikaciu medzi vyucujiacim (U) a Studentmi (S)

uvedieme vo forme dialégu tak, ako to odznelo.

Rozbor: Po nacrtnuti situdcie sme dostali dva rdozne napady.

§ Podl'a prvého zvolime si usecku BC tak, aby mala dana dizku, zostrojime
rovnobezku s miou vo vzdialenosti v, Potom treba ndjst geometrické miesto
vSetkych bodov, z ktorého vidime tse¢ku BC pod tym istym, danym uhlom.
Spolo¢ny bod tychto mnozin bodov vyhovuje poziadavkam pre vrchol A.

§ Podl'a druhého najprv zostrojime uhol s velkostou « a s vrcholom A. Potom
budeme hladat na ramendch také body B aC, ktoré maju dant vzijomna

vzdialenost a s nimi ur¢ena priamka ma od bodu A tiez dant vzdialenost.

Popis dialogu:

U: Ktory z navrhnutych postupov bude podl'a Vés skor realizovatelny?

Si: Ten prvy.

U: Preco?

S1: Podla druhého postupu body B, C musia vyhovovat dvom rdéznym
podmienkam, nesta¢i najst také body, ktoré st od seba vzdialené na dizkua ...

Po doslednom predebatovani tejto problematiky sme presli na realizdciu prvého

postupu:
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Ss:

Ako by sme mohli néjst miesto vsetkych bodov, z ktorého vidime tsec¢ku BC
pod tym istym, danym uhlom? Co bude k tomu potrebné?

??? (pozerajui nechdpavo, bezndpadne)

Vedeli by ste tlohu riesit, ak namiesto I'ubovolného uhla by bolo dané o ako
pevna hodnota o = 90°?

Ano! (presved¢ivo)

Ano? Ako?

Pomocou Télesovej kruZnice...

Spravne! Preco?

Lebo z kazdého bodu Talesovej kruznice vidime tisecku pod pravym uhlom!
Hladané geometrické miesto je teda v tomto pripade kruznica. Co sa stane,
v ¢om sa lisi situécia, ak o # 90°?

... (ticho, bez napadov) ... - po chvilke:

Aj vtedy to bude kruznica! Uz sa na to pamétam. Bude to kruZnica, z ktorej
vidime tsec¢ku pod danym uhlom.

Presved¢ime sa otom pomocou nasledujicej, uz prichystanej pomocnej

konstrukcie:

[ ]
[ ]

obr. VII. 4
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Ss:
U:
Si:

Teraz uz pozndme hladané geometrické miesto, aspon to: ¢o je to. DalSou

otazkou je, ze ako ho zostrojit?

??

Uz sa na to nepamatate?

Nie.

Tak to objavme!

Ako sa nazyva uhol AXB v prechadzajticej konstrukcii?
Obvodovy uhol...

A ¢o o nom vieme?

Ze je polovica stredového uhla.

Overili sme to pomocou programu.

obr. VIL. 5

S vyuzitim pomocnej konstrukcie sme nasli postup ako zostrojit geometrické miesto

bodov, z ktorého vidime tsecku pod danym uhlom.

U:

S:

U:

Teraz uz sme schopni zostrojit pévodnua alohu?
Ano. (jednoznacne)

Tak to realizujme!

125



Studenti zostrojili:

U:

S:

obr. VIIL. 6

Od ¢oho zavisi teraz riesitel'nost tlohy?

7?7

Vyskasajme zmenit vstupné tdaje...

(po vyskuasani) Ak zmenime vysku tak, ze rovnobezka nepretne kruznicu, tak
nedostaneme rieSenie.

Nemozeme to dosiahnut so zmenou vel'kosti uhla?

(po vyskut$ani) Samozrejme aj tak sa to da...

Nevieme medzi nimi néjst’ este nejaky Specidlny pripad?

(po chvilke) Ak vyska trojuholnika bude presne taka istd ako ,vyska”
kruZznice, tak dostaneme len jeden taky vrchol A.

V tomto pripade aky trojuholnik dostaneme?

Rovnoramenny.

Diskusia alohy, ako je vidno, bola realizovana taktiez dial6gom medzi vyucujacim

a Studentmi.
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2. aloha
Zadanie: Dany je kruh s polomerom 2 cm. Vieme tento kruh vloZit do pravouhlého
trojuholnika s odvesnami dizky:
a) 7cm,7 cmy
b) 8cm, 6 cm;
c) 9cmab5cm?
Vyuzili sme moznost programu ,Mriezka”, v ktorej je mozné zvolit bdzové body

len v uzlovych bodoch mriezky.

-1]q|1

s
i
-
—ih
-
——1
o

obr. VII. 7

Ako vidno aj z obrazku, v prvom pripade je odpoved na otdzku kladna. Ak
chceme odpovedat na druht a tretiu cast tlohy, nemusime znovu zostrojit zadanie,
sta¢i, ked’ vtom istom obrazku vhodne zmenime odvesny (druhé tvrdenie je
pravdivé, tretie uz nie).

Na otazku, & modzeme uznat takato metddu rieSenia z matematického hl'adiska
za korektna a opodstatnend, studenti odpovedali jednoznacne nie. Verili vlastnym
ofiam a programu, ale oproti vypoctovému rieSeniu tulohy, narysovanad

situdciu nepovazovali za exaktny matematicky dokaz - rieSenie!
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K vypoctovému rieseniu je potrebné pouzit stuvislosti medzi polomerom vpisanej
kruznice, obvodom a obsahom trojuholnika. Studenti tento vztah nepoznali (alebo
ho uz zabudli), preto sme tento vztah odvodili. K vyjadreniu obvodu pomocou
odvesien bolo potrebné aplikovat aj Pytagorovu vetu.

Na zaklade toho sme vyriesili priklad aj vypoctom. Samozrejme, vysledky

vypoctu v plnej miere sahlasili so ,,zostrojenym rieSenim”.

POZNAMKY A KOMENTARE

Seminar slazil na to, aby sme si preverili, ¢i je mozné realizovat vyucovanie
problémovych situdcii poc¢itacom podporovanou formou. V rieSeni prvej tlohy sme
mohli predpokladat, Ze hladantt mnoZinu Studenti budt poznat, ale ukazalo sa, Ze
uz zabudli. Komunikdcia medzi vyucujacim asStudentmi prebiehala vo forme
dialogu. Studentom nebol prezradeny cely postup, ale boli k rieseniu postupne krok
za krokom vedeni. Predpokladdme, Zze takto dosiahnuté vedomosti sa
komplexnejsie a trvalejsie.

Podobne, ako pocas predchddzajaceho semindra, aj tu sme zistili, ze Studenti nie
sa schopni rozmyslat v stvislostiach, uprednostiiuji radsej sématicke metédy
rieSenia tloh, ich vedomosti st netipIné a miestami aj formélne.

Na druhej strane zaujimavym sa ukézalo rieSenie druhej tlohy: pocitacom
kreslenému dokazu sice verili, ale na zdklade ucenych algoritmov ho uz

nepovazovali za matematicky korektné rieSenie - dokaz.

4. STRETNUTIE, 30. SEPTEMBER 2002

Seminar bol zamerany na konstrukciu trojuholnikov pomocou geometrickych
miest bodov. Organiza¢nd forma hodiny: problémové vyucovanie v skupinovej
préci. Vytvorili sme dvojice. Kazda dvojica dostala jednu tlohu; mala svoj pocitac,
mala moZznost osobne konstruovat a overovat hypotézy, ale pri hladani rieSenia
mali v rdmci dvojici kooperovat. Takto, ¢o sa neskdr ukézalo, si navzajom

doplnovali poznatky, sktisenosti a ndpady.
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Zadania: Zostrojme trojuholnik ABC, ak st dané:

1) a, va, ty,
2) ate, B v
3) atb+tc, o, va

4) a, t, R

Postup rieSenia dloh sa velmi neli$il od standardnych metéd (nacrt, rozbor,
konstrukcia, popis postupu, diskusia). Rozdiel spocival v tom, Ze po prvé: pri
spravne zostrojenom interaktivnom naérte vidime priamo v akcii (pri pohybe
vybranymi objektami) savislosti medzi jednotlivymi prvkami - pomoc pri rozbore;
po druhé: je to velmi uzitocné pri hladani poctu rieSeni, resp. konstruovatelnosti
danej tlohy. Tieto moznosti méZeme povazovat za vyhody. Na druhej strane pri
istych Studentoch sa objavil necakany problém: plan - postup na zostrojenie mali
dobre, ale (niektoré kroky) nevedeli uskuto¢nit pomocou programu. Tuto chybu

sposobilo nedostato¢né ovladanie softvéru.

1. skupina (dloha AABC:a, v, ty)

Vol'ba vstupnych tdajov, ako aj konstrukcia tse¢ky AB arovnobezky v danej
vzdialenosti podla prechadzajtcich tloh, uz bola pre $tudentov jednoducha. Ulohu
sa im podarilo vyriesit a zostrojit sprdvne po jednom netspesnom pokuse napadu
aj bez ,,pomoci” vyucujiceho. Chybu netspesnej koncepcie nasli tieZ sami: ucitel im
nepovedal, ¢i rieSenie je spravne alebo kde spravili v postupe chybu. Ukéazal len, ¢o
sa stane, ak experimentdlne zmenime vstupné tdaje. Na zdklade toho Studenti tejto
skupinky korigovali konstrukciu. (Chybu v kons$trukcii zapri¢inila deformacia
pojmu taznice - pomylili si taznicu s vyskou.)

Konstrukciu znazornuje obr. VII. 8.

Studenti pomocou programu nasli aj stvislost medzi uréujacimi elementmi, ktori
ovplyviiuji pocet rieSeni. (Reldcie <, =, > medzi t; a V—2a determinuja

skonstruovatelnost a pocet rieseni.)
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obr. VII. 8

Po tspesnom rieseni sa tato dvojica venovala 3. tlohe, ktora bola z navrhnutej

Stvorice najnarocnejsia.

2. skupina (aloha AABC: a+c, f vs)

Studenti nasli velmi elegantné riesenie dlohy, z danych tdajov vedeli zostrojit
totiZ stranu AB. Zvolenie vstupnych tdajov, ako aj prenasanie uhla a konstrukcia
rovnobezky v danej vzdialenosti, uz bolo podla prechadzajiacich tloh pre nich
jednoduché. Preniesli najprv uhol, zostrojili rovnobezku s jednym ramenom uhla vo
vzdialenosti v, , tak dostali stranu AB. K dizke strany BC bolo potrebné odmerat
dizku AB z a+c.

Konstrukciu znézornuje obr. VIIL. 9.

Uloha ma o¢ividne jedno riesenie, avsak ako sa to experimentalne zistilo, Gloha
nema rieSenie, ak a+c je kratsie, ako zostrojena strana AB.

Po tspesnej konstrukcii sa ¢lenovia tejto skupinky venovali tiez 3. tlohe.
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atc

obr. VIL. 9

3. skupina (aloha AABC: a+b+c, a, va)
Tato uloha bola medzi ostatnymi asi najnarocnejsia, studenti nevedeli bez pomoci
ucitel'a spravit ani pouzitelny rozbor. Povodny nécért sme rozsirili o body A”a A”,

ktorych vzdialenost je dany obvod a+b+c (vid nasledujtci obrazok).

obr. VII. 10
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Ako vidno z né&értu vel'kost uhla A’AA” je 0{+E+%, ktord sa rovna %+90°.

Povodnt dlohu sme takto pretransformovali na podobnt tlohu, akta sme riesili na
prechadzajacom semindri - konstrukcia trojuholnika A’AA”: je dand strana A’A”,

vyska na tato stranu a protilahly uhol.

Zostali tu v8ak este dve ¢iastkové tlohy: zostrojit uhol %+ 90°, ak pozname uhol
vel'kosti a, respektivne najst vrcholy B, C po zostrojeni trojuholnika A’AA’.

Uhol %+ 90° zostrojime tak, Ze najprv zostrojime os uhla a graficky pripocitame

pravy uhol (kolmica).
Trojuholniky A’AB a A’CA”’sti rovnoramenné, ¢iZze vrcholy B resp. C leZia na
osiach ich zakladni A’A resp. A’A”. Ak teda vieme zostrojit trojuholnik A’AA”, tak

vieme zostrojit aj trojuholnik ABC.

T atb+c -

/

/

obr. VII. 11
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4. skupina (aloha AABC: g, t;, R)

Clenovia dvojice prigli na myslienku, ze bude potrebné zostrojit kruznicu k
s polomerom R a taku tetivu, ktorda ma dizku strany a. Objavil sa tu &iastkovy
problém zadania lubovolného bodu kruznice, nakolko softvér takt moznost
nepodporuje (nevieme priamo zvolit bod na ttvare). Tato tazkost sme prekonali
kolektivne, lebo nasim cielom bolo, aby vsetci vedeli pouzivat takéto ovladatel'ské
Jtriky”. Jednym sposobom, ako zvolit bod na kruZznici bolo zostrojit polpriamku so
zaciatkom v strede (S) danej kruznice a vyznacit jej priese¢nik s kruznicou (je to bod
kruznice). Nech takto zvoleny bod je oznafeny ako B, tak dalsi vrchol (C)
dostaneme zostrojenim kruznice so stredom B a polomerom a.
S pouzitim tretieho tdaju, taznice . vSak Studenti boli beznapadny a preto podla
nacrtu sme spravili spolo¢ny rozbor. Na zaklade ucitelovych usmerneni zistili ako
mozu dostat bod Cy, stred strany AB (Od bodu C je vzdialena t. a priamka SCo je

kolma na stranu AB. Museli teda pouzit kruznicu a Talesovt kruznicu nad SB.).

obr. VII. 12

Podl'a uvedeného rozboru zostrojili tlohu a dostali dve rd6zne rieSenia. Ako sme
zistili experimentovanim, jedno rieSenie stratime, ak ¢ = 2a. Uloha nie je rieSitel'na,

ak t.je vdcsia ako polomer opisanej kruznice (R).
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POZNAMKY A KOMENTARE

Semindr slazil prvotne na skimanie toho, ¢i by sa dalo takymto spésobom
(v organizacnej forme skupinového vyucovania) vyucovat aj v rdmci beznych
vyucovacich hodin. Uplatnenie takéhoto spdsobu vyucby vidime z praktického
hladiska najmd v diferencovanych triedach, kde by mohol ucitel jednotlivym
skupinkdm na roéznych vedomostnych trovniach venovat primerani cas
a pozornost ako aj z odborného tak aj didaktického hladiska. Takto organizovana
praca moze mat pozitivny efekt, ale pre ucitela je to velmi naro¢né: napr. ihned
musi reagovat na rdzne otazky, pomdahat Studentovi, aby sa necitil opusteny, ale
nesmie riesit problémy namiesto neho. Cielom tejto metédy je popri dosiahnuti
istych vedomosti aj doviest studenta k samostatnému objavitel'skému a kritickému
mysleniu.

V tomto konkrétnom pripade si mdzeme ziskané skiisenosti zhrnat nasledovne:

Prva dvojica sice tlohu dost Sikovne vyrie$ila, ale zistili sme zase zmditok
medzi pojmami: zostrojili kruZnicu s polomerom taZnice t, ale hladali knej
doty¢nicu, akoby to bola vyska. Po niekolkych otdzkach sa ukazalo, ze vedia ¢o je
taznica, len si to ,, pomylili“. So zmenou vstupnych tdajov sme nazorne ukézali na
chybu konstrukcie, ktort ¢lenovia skupiny odhalili, a ndsledne opravili.

Originalnym napadom vyriesili $tudenti Glohu v 2. skupine. Ulohu bolo mozné
rie$it podobnym spdsobom ako v trefom priklade. Taky bol vlastne aj zdmer
experimentatora, ale pred takymto rieSenim vsak usttpil od pé6vodného postupu.

V tretom priklade bolo nutné v rozbore dlohy pomahat, bez toho by Studenti
sami asi neprisli na plan konstrukcie. Zial, aj po rozbore im bolo potrebné poméct
a opravit ich konstrukciu, tloha bola na hranici ich vedomosti a schopnosti.

Vo stvrtom priklade sme nasli dve problémové oblasti. Prvé sa tykala zadania
bodu kruznice - to staviselo sovladanim programu. Druhd uz bola
geometrickejsia: dialégom (s kladenim vhodnych otazok) boli privedeni k rieSeniu
(Co je taznica? Ako mozeme zostrojit stred opisanej kruznice? Aké vlastnosti maju
osi stran trojuholnika?...).

Za tuspech hodiny moZeme povazovat, ze vistych pripadoch Studenti boli

schopni svoje dosiahnuté vysledky pomocou programu aj samostatne
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prekontrolovat, kriticky zhodnotit spravnost konstrukcie a na zédklade toho svoje

chybné kroky opravit.

5. STRETNUTIE, 7. OKTOBER 2002

Seminar bol zamerany na ,, metrické” konstrukcie (konstrukcia , racionalnej casti”
dizky, zostrojenie tsecky iracionalnej dizky, ,odmocniny a mocniny” danej dizky,
zostrojenie grafu mocninovej funkcie).

Pocas konstrukcii sme v niektorych pripadoch potrebovali raciondlnu cast
nejakej danej tsecky, napriklad tretinu taznice. Aj v takychto pripadoch moézeme
interaktivne zostrojit potrebnu dizku. Tieto euklidovské konstrukcie sa daja
realizovat pomocou rovnol'ahlosti. Zostrojili sme takto najprv tretinu tsecky AB.
Zostrojili sme I'ubovolna priamku prechddzajicu bodom A, na ktort sme namerali
pomocou kruzidla trikrat po sebe tt istd pomocnu tsecku. Tato, na tri rovnaké casti
rozdelent tsecku AB’, sme premietli rovnobezne na AB v smere BB’. Zostrojeny

bod C rozdeloval AB v pomere 1:2, ¢ize dizka AC bola naozaj tretinou dizky AB.

obr. VII. 13

Studenti na zaklade uvedenej konstrukcie vyslovili tvrdenie, Ze sme schopni
zostrojit kazda raciondlnu cast danej tsecky podla nacértnutého algoritmu.

Analogicky sme zostrojili (cvi¢ne) dve patiny dizky danej tsecky.
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K dalsim konstrukciam sme potrebovali jednotkova dizku. Ta mozeme sice
I'ubovolne zvolit ajej prirodzené nasobky sa daja zostrojit tiez euklidovsky, ale
mozeme pouzit aj zabudovant mriezku. To znamena Ze v zapnutom mriezkovom
rezime vieme zad4avat len uzlové body mriezky (mriezkova konstanta je predvolene
nastavena na 1 cm). Takto vieme zadavat tsecky prirodzenej dizky. Na zaklade
uvedenych sme hl'adali asecky s nasledujiacimi dizkami: +/2,+/3,+/5,4/7, a dalsie.

Studenti prisli na to, Ze vtomto pripade mozeme vyuzit Pytagorovia vetu.
V pripade konstruovania dlzky V2 (V5) je potrebné zostrojit pravouhly
trojuholnik s odvesnami 1 al (resp. 1 a 2), preponou trojuholnika bude tsecka

s hfadanou dizkou. Nie v kazdom pripade je vsak konstrukcia takd jednoducha.
Napriklad usecku dizky J3 mozeme zostrojit len pomocou dvojnasobnej aplikacie
Pytagorovej vety: zostrojime usecku dizky J2 - to bude jedna odvesna a druha
bude mat jednotkovu dizku. Zistili sme algoritmus, podla ktorého vieme zostrojit

dizku vn +1, ak vn uz méame zostrojend.

Konstrukcia takéhoto typu pre isté hodnoty je dost zdlhavé, napr. k zostrojeniu
dizky J7 potrebujeme najmenej trikrat po sebe aplikovat algoritmus, preto boli
Studenti dovedeni k pouzitiu Euklidovej vety o vyske trojuholnika. (Pdta vysky
pravouhlého trojuholnika spustend na preponu rozdeli preponu na dve tsecky,

ktorych stcin dizok sa rovna druhej mocnine tejto vysky.) Na obrazku VI 14 je

znazornena konstrukcia dizky J7:

obr. VII. 14
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V horeuvedenych pripadoch sme zostrojovali ,odmocninové dizky” len celych
&isel. Ako by sme mohli zostrojit tsecku, ktorej dizka sa rovna hodnote odmocniny
z dlzky naznacenej tisecky?

Podobnou konstrukciou, aktt sme pouzivali dovtedy, sme mohli pouzit aj
nad’alej. (Zvolent tsecku predlZime, nameriame tam jednotku a nad predizenou
tseckou zostrojime Talesovi kruznicu. Na mieste predizenia povodnej usecky
zostrojime kolmicu. Priese¢nik Télesovej kruznice s kolmicou spojime s koncovym
bodom tsecky na predizenej strane - tato tsecka bude mat hladana dizku.)

PouZitim tejto vety moZzeme zostrojit’ aj takt tsecku, ktorej dizka sa rovna druhej
mocnine dizky vyznacenej usecky. V tomto pripade by sme pouzili dve kolmé
priamky (vlastne stradnicové osi), na jednu (napr. na vertikdlnu) nanesieme
jednotku, na druht nanesieme Iubovolnu dizku (vzdialenost Tubovolného bodu (X)
priamky od pociatku sdradnicového systému; bod na priamke sme si zvolili
pomocou kolmého priemetu bodu na priamku). Jednotkovy bod na jednej osi a bod
X na druhej ur¢uja tsecku. Na ta tsecku zostrojime kolmicu v bode X, ktoré pretne
prva priamku v bode Y. Vzdialenost bodu Y od zaciatku stradnicového systému je
druha mocnina vzdialenosti bodu X od toho istého zaciatku stradnicového systému

(obr. VII. 15).

\_\1€

obr. VII. 15
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Ak zostrojime bod s tymito stradnicami, dostaneme bod kvadratickej krivky.
MobZeme pomocou programu vykreslit aj stopu tohto bodu, ako je to zobrazené na

obrazku.

6. STRETNUTIE, 14. OKTOBER 2002

Posledny semindr, na ktorom prebiehalo este vyucovanie, bol zamerany na
geometrické transformacie (skladanie zhodnych transformécii) ana tedriu
kuzel'oseciek. Program Euklides umoznuje totiz priame zostrojenie obrazov bodov
podla roznych geometrickych transformacii.

Preopakovali sme vlastnosti zhodnych transformécii. Zacali sme s osovou
sumernostou. Zostrojili sme obraz bodu vzhladom na os, potom aj obraz
trojuholnika.

Vyskasali sme skladanie dvoch osovych samernosti, zobrazovali sme
trojuholnik ABC postupne podla osi 1 a 2.

ABC —— A1BiCq
A1B1C1 —> AB:Co
Hl'adali sme vysledné zobrazenie: ABC —— A2B>C»

Studenti zistili, ze vysledok zavisi od vzajomnej polohy osi 1 a 2.
a) Predpokladali sme, ze osi 1 a 2 sti roznobezné.

Vyznacili sme priese¢nik osi (S). Zostrojili sme kruznice so stredom

Sapolomermi |SA|, |SB|, |SC|. Zistili sme, ze vsetky body A (B, C)

s roznymi indexmi lezia na jednej kruznici.

Teda |SA|=|SAz2|, |SB|=|SBz2|, |SC|=|SC:]|.

Nastavili sme jednu z osi stimernosti tak, aby ju bolo mozné otacat okolo bodu

S. Pri otacani osi Studenti zistili, Ze aj obraz trojuholnika sa s nim viazane otéca.

Spojenim uvedenych skuasenosti sme skonstatovali, ze vysledné zobrazenie
bude otacanie (rotacia) so stredom S. Uhol otacania sme usuadili podla
interaktivne meniaceho sa obrazku a podla Specidlnych pripadov: bude to
dvojnasobok uhla priamok 1 a 2. (Studentské otazka: Co je uhol dvoch priamok?)

Na zéaklade toho sme nasli dva krajné, Specidlne pripady:
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- osi 1 a2 st totozné (uhol 0°): aj obraz trojuholnika je totozny so vzorom
(identické zobrazenie).

- osi 1 a2 st na seba kolmé (uhol 90°): vSetky priamky uréené I'ubovolnym
bodom a jeho obrazom prechddzaju stredom otacania S. Obrazom
trojuholnika bude jeho stredovo stimerny obraz. (Kolmost osi sme zabezpecili
pomocou moznosti Mriezka.)

b) Predpokladali sme, ze osi 1 a2 st rovnobezné; rovnobeznost osi sme
zabezpeili tieZ pomocou moZznosti Mriezka.
Aj v tomto pripade sme zostrojili pomocné priamky, ktoré boli uréené vzorom
a obrazom bodu. Ako bolo vidno, vSetky tieto priamky bol vzdjomne rovnobezné
a kolmé na osi simernosti. Na zaklade toho a podla interaktivne meniaceho sa
obrazku sme zistili, Ze dostaneme posunuty obraz trojuholnika. Teda vysledné
zobrazenie je posunutie. Smer posunutia je kolmy na osi simernosti (orientécia:
smerom od 1 ku 2), velkost posunutia je dvojnasobok vzdialenosti dvoch osi.
Zhrnuli sme pre Studentov: skladanie dvoch osovych stmernosti v zavislosti od
vzajomnej polohy osi moéZe byt otocenie, stredova simernost alebo posunutie. Toto
tvrdenie mozeme vsak aj obratit: Kazdé otocenie, stredovi stimernost a posunutie
vieme vyjadrit ako skladanie dvoch vhodnych osovych stmernosti.
Vyskusali sme este skladanie dvoch stredovych samernosti, zobrazovali sme
trojuholnik ABC postupne podla stredov S; a S».

ABC —2 > ABiC

A1B1Cq —> A2B2Co

Hl'adali sme, ¢o bude vysledné zobrazenie: ABC —r A2B2Co

Zostrojené pomocné ciary, ktorymi bol spojené body ako vzory so svojimi
prislusnymi obrazmi. Ako Studenti zistili, vSetky tsecky boli vzdjomne rovnobezné
a rovnako dlhé. Na zaklade toho a podla interaktivne meniaceho obrazku zistili, Ze
dostaneme posunuty obraz trojuholnika.

Vysledné zobrazenie bolo posunutie. Smer posunutia bol uréeny S1S2; Studenti si
pamadtali z niz8ich ro¢nikov, zZe vel'kost posunutia je dvojndsobok vzdialenosti S15..

Ako sme to mohli overit? Na zaklade ndpadu jedného studenta sme zostrojili dve

kruZnice so stredmi v bodoch A, A, (resp. B, Bz; C, C2 ) a polomerom 515,. Obidve
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kruznice pretinali tsecku A A2 v tom istom bode - v strede a to na l'ubovolnu

polohu vrcholov trojuholnika a stredov stimernosti.

Dalej sme vyskusali este skladanie troch stredovych stimernosti, zobrazovali

sme trojuholnik ABC postupne podla stredov S1, S2 a Ss.
ABC —2— A:B:C
A1BiCi —2—> AsB,C

AxB2Co i) A3B3Cs

Hl'adali sme, ¢o bude vysledné zobrazenie: ABC —5 ABC
Aj v tomto pripade bol postup analogicky ako predtym: Zostrojili sme pomocné
dary spéjajice vzory s prislusnymiobrazmi bodov (AAs, BBs; CCs). Studenti
spozorovali, Ze vSetky tasecky prechadzali jednym bodom, ktory sme oznac¢ili ako S.
Nasledujaca otdzka bola: Od ¢oho zavisi poloha bodu S?
A, B, C - po zmene polohy tychto bodov zistili, Ze ich umiestnenie v rovine nema
ziadny vplyv na polohu bodu S
S1, S2, S3 - zmena polohy I'ubovolného zo stredov stimernosti méa priamy vplyv na
umiestnenie bodu S. Zavislost bodu S mohli priamo otestovat. Analogicky
ako v prechddzajacich tlohach doplnili obrazok priamkami a tsec¢kami
5152, 5253, 535, SS1, pricom ich odlisili nejakou vyraznou farbou. Protil'ahlé
strany, ako to videli na obrazovke, boli rovnobezné, teda Stvoruholnik
5152555 bol rovnobeznikom.
Zaver, ktory vyslovili podla interaktivne sa meniaceho obrdzku bol, Ze
skladanim troch stredovych stimernosti dostanti stredova stimernost, so stredom

vo stvrtom vrchole rovnobeZnika uréeného pomocou danych troch stredov.

Vo zvySnom case sa Studenti eSte zaoberali s kuZel oseckami. Bol im vysvetleny
povod nézvu, ze odkial pochadza ich klasifikdcia a uviedli sme aj ich ohniskové
definicie. Dokonca kvoli lepSiemu pochopeniu sme ich aj zostrojili pomocou
programu. Spolu so Studentmi sme zistili, ze tsecka, ktora sa rovna suctu

sprievodi¢ov, musi byt uelipsy védc¢sia, uhyperboly mensia, ako vzdialenost

140



ohnisk. S programom mozeme zostrojit aj vSeobecntt kuzel'osecku zadana piatimi
bodmi. Interaktivnou zmenou urc¢ujacich bodov méZzeme tvar kuZzel'osecky plynulo

menit od elipsy cez parabolu k hyperbole a spit.

POZNAMKY A KOMENTARE

Zlozenie zhodnych transformacii je ucivom strednych $kol, ale ide o dost
naroéni oblast geometrie vzhladom a abstrahovanie a predstavivost. Casto ani
absolventi vysokych $kol ucitel'ského zamerania si ich nevedia pouzivat v praxi.
Preto bola tito oblast vybratd do experimentu. Postupnym aplikovanim
transformdcie istého typu sme ,odvodili” a vizualizovali teoretické poznatky.
Studenti experimentalnej skupinky sami zostrojili jednotlivé (opisané) typy
skladania zhodnych transformacii a hl'adali ich $pecidlne pripady. Prejavili nadsenie
z objavov pri takomto heuristickom spodsobe a ocividne sa im takéto skasanie
geometrickych suavislosti pacilo. Duafame, ze takymto interaktivno-vizualnym
sposobom sme odstranili dogmaticky pristup v tejto oblasti a Studenti lepsie
pochopili hibku predkladanych stvislosti.

Posledny tematicky blok bol zamerany na vlastnosti kuZel'oseciek. Dovodom k
zaradeniu tejto témy do experimentu bol ten, Ze na strednych skolach sa studenti
stretni s kuZeloseckami len vrdmci analytickej geometrie apod pojmom
kuzel'osecka vidia len ich algebraické vyjadrenie vo forme rovnic. Ukézali sme, Ze
sa to vlastne geometrické miesta bodov (mnoZiny bodov danej vlastnosti), ktoré

mozeme definovat aj bez analytického zapisu.

7. STRETNUTIE, 21. OKTOBER 2002

Tento semindr bol venovany napisaniu posttestu (cca. 45 min). Pisali ho Studenti
obidvoch skupin. Samotny test od napisaného predtestu sa nelisil v prikladoch,
jediny rozdiel spocival v tom, Ze pri praci mali moznost pouzivat pomocky.
V kontrolnej skupine to boli rysovacie pomodcky (pravitko, kruzidlo) a

v experimentdlnej skupine pocita¢ vybaveny s programom Euklides.
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VIl. 4. VYHODNOTENIE VYSKUMNEHO PROJEKTU 2

Opisany vyskumny projekt mézeme vyhodnotit z dvoch hl'adisk:

8 Vvhodnocovanim testov

(predtestu a posttestu);

porovnavanie poctu

spravnych riefeni, analyza podla jednotlivych prikladov. Statistické

overovanie (testovanie) pracovnych hypotéz si odpustime vzhladom na

neopodstatnenost vysledkov, ktord vyplyva z malej vzorky.

8 Sumarizovanim vlastnych sktsenosti z experimentdlneho vyudovania; na

zéklade uvedenych protokolov sa pokuasime odpovedat na vierohodnost

vychodiskovych hypotéz, zosumarizujeme vyhody, nevyhody i zaujimavosti

takéhoto vyucovania a uvedieme niekol'ko studentskych nazorov.

ANALYZA TESTOV

Nasledujtce tabul'ky obsahujt rozdelenie studentskych vysledkov.

Uvodny test - vyhodnotenie

Test napisal 16 Studentov

Priklad Odpovede Neodpovedali |Spravne | Uspesnost
a.) b.) c.) d.) e.) rieSenie (%)
1) 0 15 0 0 1 0 b.) 93,75
2) 1 8 3 2 1 1 c.) 18,75
3) 4 2 4 3 2 1 c.) 25
4) 0 10 0 4 1 1 b.) 62,5
Zaverecny test - vyhodnotenie - Experimentalna skupina.
Test napisal 8 studentov
Priklad Odpovede Neodpovedali |Spravne | Uspesnost
a.) b.) c.) d.) e.) rieSenie (%)
1) 1 6 0 0 1 0 b.) 75
2) 1 3 1 0 3 0 c.) 12,5
3) 2 1 3 1 0 1 c.) 37,5
4) 0 6 0 1 0 1 b.) 75
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Zaverecny test - vyhodnotenie - Kontrolna skupina

Test napisal 7 studentov

Priklad Odpovede Neodpovedali |Spravne | Uspesnost
a.) b.) c.) d.) e.) rieSenie (%)
1) 1 6 0 0 0 0 b.) 85,71
2) 0 0 4 3 0 0 c.) 57,14
3) 4 0 1 1 0 1 c.) 14,28
4) 0 4 2 1 0 0 b.) 57,14

Uspesnost’ napisanych testov

B Predtest
100 - Bl Posttest - exp. skup.

E Posttest - kontr. skup.

1.uloha 2. uloha 3. uloha 4. uloha
grafy tspesnosti testov

1. tloha

MobZeme ju povazovat za najjednoduchsiu z testovych tloh, studenti sa uz stretli s
prislusnymi pojmami a pouzivali ich aj v stivislostiach. Mali vediet ako konstrukéne
dostaneme stred opisanej kruZnice. Pomocou myslienkového pokusu, alebo
s vySetrenim uvedenych tvarov trojuholnika mohli dospiet k spravnemu rieseniu.
K vysledkom testov by sme dodali, Ze v experimentalnej skupine 1 student oznacil

moznost e.), podla neho ani jedna z navrhnutych moznosti nie je Gplne spravna
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a doplnil ju $pecidlnym pripadom, ¢o vsak uz nebolo spravne. Ak povazujeme aj
toto rieSenie za spravne, tak tspesnost narastie na hodnotu 86,5%, ktora je uz aplne
porovnatel'na s dosiahnutymi vysledkami v ostatnych skupinéch.

Pocas predtestu k tlohe 10 studentov nacrtlo nejaka skicu a pocas posttestu len

jeden student v kontrolnej skupine.

2. tloha

Ako vidno ztabuliek az grafu, dostali sme neocakavané vysledky: totiz vobec
nekoresponduji s nami predpokladanymi hypotézami. Uloha bola zostavena
vedome tak, aby alternativy jednotlivych odpovedi objasnili komplexnt struktiru
Studentskych vedomosti, okrem geometrickych poznatkov potrebovali vedomosti aj
z vyrokovej algebry. KI'a¢ rieSenia spocival v matematickej logike: bolo treba najst
taky vyrok, ktory neobsahoval spor. Ktomu boli nutné a postacujace dve
podmienky: ¢ > v4 a ts > va - odpoved c). Teda odpovede a) a e) nemdzu byt
spravnymi, vo zvysnych odpovediach mame ekvivalenciu, ale v podmienke nie st
vycerpané vsetky pripady. V naslednych castiach podmienok - pocet rieSeni - spor
uz sice nenachddzal ani v odpovedi b) a d), avsak neboli ani aplnymi.

Doévod vseobecnej nizkej dspesnosti (~25%) tlohy predpokladane spocival v tom,
Ze Studenti nie st zvyknuti na takéto podrobné diskusie konstrukénych aloh.

Pocas pisania predtestu 12 zo 16 Studentov nakreslilo nejaka skicu, cize
vizualizaciu situécie vd¢sina studentov (3/4) povazovala za potrebnu.

V experimentélnej skupine sme dostali neocakdvane mala tGspesnost a velky
rozptyl odpovedi. Pozorovanim prace studentov pocas pisania posttestu sme zistili,
ze, zial, Studenti nepouzili program na jednoduché testovanie a overovanie
rieitelnosti tlohy (zostrojit I'ubovolny trojuholnik, vyznacit prislusné prvky
a postupnou zmenou tvaru trojuholnika usudzovat jednotlivé vyroky), ale snazili sa
zostrojit trojuholnik z danych prvkov.

V tomto priklade vsak mohli by otestovat riesitelnost aj inym spésobom: napr.
tak, Ze zvolia I'ubovolny trojuholnik v ktorom vyznacia dané tudaje. Jednoduchym
interaktivnym experimentovanim dalo by sa ukazat, aké savislosti musia platit, ak

tloha je riesitelna (zvolime trojuholnik ABC vyznacime, resp. aj farebne odliSime
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udaje Va, ta, C; zostrojenim pomocnej kruznice so stredom v bode A a polomerom v,
moZeme znazornit, ze dizky t, a ¢ musia byt vicsie ako va. Analogicky by sa dalo
ukézat, e porovnavanie dizok t, a ¢ neovplyvni skonstuovatelnost trojuholnika

V kontrolnej skupine tiez neo¢akavane pomerne vel'ka cast Studentov vybrala
spravnu  odpoved. Zvy$ok vybral moznost d), ¢o bolo v porovnavani
s experimentalnou skupinou velmi zaujimavé, lebo tam ani jeden z nich nevybral

tato odpoved'. Dovod vel'kej tspesnosti v tejto skupine nepozname.

3. aloha

I8lo tiez onezvycajni tulohu, ktord v znacnej miere potrebuje geometricka
predstavivost, hlavne ak nemoéZeme pouzivat ani pomocky ku konstrukcii.
S klasickymi metédami k rieSeniu modzeme dospiet so zostrojenim niekolkych
Specidlnych pripadov. Pomocou softvéru vsak po spravnej konstrukcii sme schopni
vykreslit aj stopu ortocentra, ak bod C prebehne celta kruznicu.

Vo vsetkych troch pripadoch (predtest - posttest) vdcsina (~ 84%) spravne
vyladila, Zze hladané geometrické miesto nebude linedrny ttvar. Uspesnost
v experimentalnej skupine bola v tomto pripade vyssia, nez v druhej skupine a pri
predteste, ¢o vyhovuje hypotéze experimentu. V kontrolnej skupine nepomohli ani
rysovacie pomocky, ale v experimentalnej skupine pocas vypliiovania posttestu sme
postrehli, Ze az dvom sa Studentom podarilo pomocou programu uvedent stopu
ortocentra vykreslit, teda vybrali dplne opravnene odpoved c¢). To modZeme

povazovat za tspech nasho posobenia.

4. aloha

V tlohe ocividne bolo treba zostavit plan, postup rieSenia. Ak sa Studentom
podarilo tento plan zostavit, potom uz nebolo tazké vybrat odpoved, ktora
obsahuje k rieSeniu potrebne néstroje.

Opisant kruznicu k trojuholniku s danym polomerom R vieme zostrojit
(kruznica), dokonca na tejto kruZnici vieme vyznacit aj body B a C - ich vzdialenost

je a (kruznica). Danta vysku na stranu b vieme do konstrukcie vlozit tym, ze
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zostrojime kruznicu so stredom v bode B a polomerom v a hfaddme k tejto kruznici
doty¢nicu zbodu C (kruznica a Talesova kruznica). K zostrojeniu Télesovej
kruznice v8ak potrebujeme este stred tsecky BC, ¢o zostrojime pomocou osi tsecky.

Uloha je pomerne rychlo skonstruovatelnd pomocou pocitaca. Studenti
experimentalnej skupiny aj v tomto pripade chceli zostrojit trojuholnik- nestacil im
myslienkovy pokus, abstraktné zostavenie planu, ale museli vymysleny postup aj
overit s realizaciou konstrukcie. Uspe$nost aj vtomto pripade bola vyssia v
experimentalnej skupine, nez v druhej skupine apri predteste, ¢o vyhovoval
pracovnej hypotéze experimentu. Takisto, ako aj prechadzajucom pripade
vzhladom na mala vzorku vyskumu to nemdZeme povazovat za signifikantna.
Upozornujt na to aj prvé dva priklady, kde sme v experimentélnej skupine dosiahli

nizsiu tspesnost pri opakovanom postteste ako pri tvodnom teste.

ZHRNUTIE EXPERIMENTU

Sice vyskum bol realizovany na S$kole, ktord vynika uspesnostou svojich
Studentov na matematickych olympiddach, alenami vybrana trieda nebola
Specializovand na matematiku. Podla triedneho ucitela a ucitela matematiky bola
to trieda so Studentmi s priemernymi schopnostami a vedomostami z matematiky.

Semindr, v ramci ktorého bol experiment realizovany, sltzil na opakovanie uciva
apripravu na maturitnd skasku. Vedomostné nedostatky zistené pocas
experimentalneho vyucovania sme sa snazili nahradit a doplnit. Ako sme to zistili
pozorovanim, ale ¢iastoéne na to poukazali aj niektoré chyby v odpovediach testu,
Studenti dost vel'a zo svojich znalosti uz zabudli, resp. chybali im predpokladané
vedomosti napr. ani jeden zo Studentov uz nespominal na Euklidove vety. Snazili
sme sa vytvorit v Studentoch globalny myslienkovo - procesovy charakter
matematiky, napr. ukdzali sme, Ze nie je az také zlé, ak nevieme z pamati vztah
medzi obsahom, obvodom a polomerom vpisanej kruznice trojuholnika - ovela
horsie je, ak nevieme to ani odvodit. Verime, Ze nami realizované opakovanie uciva
konstrukénej casti geometrie bolo aspor také dobré, ako keby by sme si to prebrali

podla klasickej metodoléogie.
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Tematické okruhy, s ktorymi sme sa zaoberali, uz neboli pre studentov nové,
teoreticky stretli sa s nimi v niZsich ro¢nikoch; len velmi mala ¢iastku uciva tvorili
,nezname” oblasti, ako napr. kuzelosecky. Vo vseobecnosti aj tieto boli len
nezvycajné, iné pohlady (s kuZeloseckami sa uZ stretli, avSak len z pohladu
analytickej geometrie, my sme im predviedli aj syntetické, metrické definicie).

Pri vybere tematiky a jednotlivych prikladov sme dbali na to, aby pouZivanie
pocitaca a programu nebolo samotcelné, aby v danom priklade naozaj mala
pocitacom podporovana metéda nejakd vyhodu oproti klasickej metdde
vyucovania. Pritom sme museli naucit ziakov ovladat program, ale snazili sme
sa tomu venovat len tol'ko ¢asu, kol'ko bolo nevyhnutné k tspesnej praci.

Ako vidno aj z dokumentacie vyskumu, jednotlivym prikladom sme venovali
dlhsi ¢as: nasim ciel om nebolo rychlo prebehnat cez prichystant zbierku prikladov,
chceli sme skor to, aby Studenti ziskali nadhl'ad v geometrii a aby nasli rieSenie
samostatne, explorativne (motivéacia s pocitom tspechu). Casova dotécia dovolila
pomalsie postupovanie v ucive a preto sme sa mohli drzat k zdsade, aby sme
Studentom nevnucovali rieSenia. K tomuto javu ¢iastkovo pripocitalo sa
samozrejme aj skuto¢nost, Ze u niektorych studentov objavili sa tazkosti v ovlddani
programu aj po niekol’kych stretnutiach. Tento fakt nevedeli sme tplne eliminovat,
ale myslime si, ze keby poznali Studenti pouzity program uz davnejSie (napr.

pouzivali by to beZne uZz od prvého ro¢nika), tak by sa situécia vyrazne zlepsila.

Nase skusenosti ziskané =z pozorovania aztestov ako vysledky tohto
vyskumného projektu zhrnieme v nasledujacich bodoch:
a U studentov takéto vyucovanie vzbudil zaujem o experimentovanie
a objavovanie v oblasti geometrie. Myslime si, Ze takou formou poznania
Studenti lepSie pochopia aj hlbsie suavislosti geometrie a ziskaju aj
plnohodnotnej$ie, komplexnejSie a trvacnejsie vedomosti. Takato forma
umoznuje ucenia sa pomocou tvorivej prace a takto ziskané vedomosti budu
ovela aktivnejsie, pricom da sa predpokladat, ze zvysi sa aj efektivita pri

rieSeni tloh a praktickych problémov.
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a U studentov sme zistili niekol'kokrat problém takého charakteru, ze uz mali
hotovy nédpad alebo pladn rieSenia, len to nevedeli v prostredi programu
prakticky realizovat. To vSak neznamend, ze im chybali nejaké ovladatel'ské
poznatky. VSetky k tomu potrebné vedomosti tykajice sa tak geometrie ako
ovladdania programu mali k dispozicii, len ich nevedeli strukturalne pospdjat’.

a V niektorych oblastiach myslienkovy proces Ziakov bol tplne odlisny, ako
sme to ocakdvali. NajvyraznejSou takou oblastou bolo riesitelnost
konstrukénych dloh. Tu sme zistili, Ze Studenti s priemernymi vedomostami
a schopnostami v geometrii vedeli pouzivat len dobre zname, precvi¢ované
a zafixované postupy. Museli sme skonstatovat, Ze vo vSeobecnosti studenti
nie sd otvoreni na rie$enie tloh a problémov heuristickym spésobom. O tom
sved¢i aj netuspeSnost posttestu v experimentalnej skupine v priklade 2.
Studenti za kazdd cenu cheeli trojuholnik zostrojit a potom vysetrit
skonstruovatelnost trojuholnika. Samozrejme, ak sa im nepodarila

konstrukcia, tak nedostali sa ani k diskusii.

Napriek vsetkym uvedenym tazkostiam Studenti nas niekol'kokrat prijemne
prekvapili svojimi ndpadmi, napr. ako overit pomocou programu, Ze taZisko
rozdel'uje taznice v pomere 1 : 2 (2. stretnutie). Vyskusali sme, ako by sa dali
nové poznatky sprostredkovat cez interaktivne médium vo forme dialégu
medzi ucitelom a Studentmi (3. stretnutie) a organizovat skupinova pracu
Studentov s viacerymi prikladmi (4. stretnutie), ¢o by sme mohli pouZit v triede
na vnatornad diferencidciu. Efekt a vysledky tychto hodin nezaostavali za
klasicky organizovanymi hodinami, pritom v&ésinu prace (aj manualnu, s ¢im
vedomosti zafixuja sa) museli realizovat studenti sami.

Velka vyhoda takéhoto vyucovania bola, Ze vyucujaci videl, v akom Stadiu
rieSenia dlohy sa nachadzaja jednotlivi Zziaci, a mohol im primerane pomoct. To
ale od ucitela Ziada na hodine neustdlu pozornost, Siroky teoreticky rozhlad

a prakticky zmysel; pricom aj priprava na hodinu je naroc¢nejsia.
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,,Deti sa ucia tym, Ze sa pokiisia nieco robit, spravia chybu
a dozvedia sa o chybe, alebo napodobujii nejakii cinnost, ktord
vedie k lepsim vysledkom. Tento pohlad jasne naznacuje, Ze
deti ddvajii prednost robit nieco pred samotnym prijimanim
novych faktov. Inymi slovami, ucia sa tvorivou pricou
(learning by doing).”
Roger C. Schank (Northwestern University, New Jersey):
Engines for Educators, 1995

Predlozena dizertacnd praca sa zaoberd pouzivanim pocitacovej grafiky,
kognitivnych technolégii vo vyucovani geometrie na zdkladnych a strednych
skolach v oblasti planimetrickych konstrukénych tloh.

Préca bola koncipovand tak, aby sme poukazali na vyhody tejto alternativnej
met6dy vyucovania, aby sme uviedli oblasti, pripravu a metodiku jej aplikacie, ale
nezamlcéali sme ani nevyhody a tazkosti, ktoré sa nastdvaji pocas pouZzitia tychto
meto6d.

Pocas realizacie vyskumnych projektov sme dosli k takému zaveru, Ze situacia
v tejto oblasti nie je taka jednoznacna a jednoducha ako sa to zda na prvy pohlad.
Problém spociva pravdepodobne vtom, Ze u Ziakov, resp. Studentov sa eSte
nevytvoril taky globalny nadhlad geometrie, s akym pracuje a predpokladd aj u

ziakov ¢i Studentov uditel.

V nasledujtcich bodoch zhrnieme ziskané sktisenosti:
W Motivacia - ukdzalo sa, ze hlavne mladSia generdcia sa vrelo zaujima
o geometriu na pocitaci. Vramci svojich vyskumnych projektov sme
. ~ . . Y 2 )% Z )4 s M e WY 2 Z . b
postrehli, Zze chlapci mali o, pocitacové vyucovanie” vac¢si zdujem, avsak

vzhl'adom na malt pocetnost vzoriek nemozeme tento rozdiel povazovat za

signifikantnda.

w Casovd néro¢nost - c¢as venovany nauceniu ovlddania konkrétnych

programov je len jedna zlozka. Ani samotna objavitel'skd, experimentalna ¢i
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realiza¢nd préca v prostredi pouzitych programov neskracovala ¢as vyrazne
s porovnanim klasickych met6éd. Uprednostiiovali sme totiZ pri praci v plnej
miere interaktivne konstrukcie a zarucenie interaktivity nebolo vzdy
jednoduché. Myslime si vsak, Ze takto ziskané hlbsie vedomosti a sktisenosti

ziakov a $tudentov nas mozu ospravedInit za stratu ¢asu.

w Diskusia konstrukénych tdloh - v tejto oblasti sme ocakavali najvyraznejsie

vyhody aplikacie uvedenych programov. Ukdazalo vsak, Ze len samotné
pouzivanie geometrickych programov tspesnost zna¢ne nezlepsi. Musime
popri pouzivaniu geometrickych programu naucit Ziakov a studentov aj tak

uvazovat, aby vedeli tato potencidlne dant vyhodu programov aj vyuzit.

w Overovanie hypotéz - sme realizovali vzdy v riadenej forme. Ziaci - studenti

dostali zadanie a ked’ to bolo potrebné aj navod k problému. Na zaklade toho
vyslovili a pomocou pocitaca aj overili hypotézu, pricom riadili sme ich
vhodnymi otdzkami. Na zdklade skiisenosti myslime, ze takéto overovanie
treba vypracovat postupne a v malych krokoch. U studentov gymnazia sme
zistili aj to, Ze takéto overovanie nepopleti sexaktnym matematickym

doékazom.

Vyucovanie realizované pomocou uvedenych softvérov. moézeme len
podporovat, samozrejme, so zohladnenim didaktickych pripomienok. Myslime si,
ze takymito programami moézeme pomahat Ziakovi, resp. studentovi s vlastnym
experimentovanim objavit hlbsie stvislosti geometrie; vo vytvarani predstav
geometrickych situdcii, tloh, ¢i viet a dame im do rak velmi prospesny nastroj,
ktory vsak bez vedomosti je necenny. Pri praci vSak musime dodrzat niekolko
zasad, ako napr.:

- Pouzivat pocitacové modelovanie len v tom pripade, ked ich pouzitie je
opodstatnené; nepouzivat ich len preto, aby sme ich pouzili - ak vieme dana
tlohu efektivnejsie riesit inym spdsobom, tak mame to realizovat s tym.

- Nechajme Ziakov, resp. Studentov objavovat, pracovat sam. Maja pred

sebou dokonaly nastroj, nezapletme sa do toho kym to nie je nutné.
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- Nezabudnime, Ze nadalej vyucujeme geometriu! K GspeSnej praci,
samozrejme, patria aj postacujice ovlddacie spodsobilosti pouZzivatela (ako
ucitela, tak aj ziaka/Studenta - len na roznych trovniach) daného softvérového

b 4 e MV 4 ~
produktu. Ale nemali by sme venovat vdcSiu pozornost programu, nez to

zaslazi - neméme ziakov naucit perfektne ovladat program, ale geometriu!

Ked' sa nam podari poc¢as vyucovania zabezpecit dodrzanie uvedenych zasad,
pricom méame k dispozicii aj potrebné materidlové a organizacné podmienky,
teoreticky mame moznost na to, aby ziaci /Studenti ¢o najoptimalnejsie rastli vo

svojich vedomostiach.
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